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2.1 �� 17

���� ����. ����� ��� �� ���. �� ����� ��

��� ���. �, ��, ���, ��� �� ��. �� ��� �� ��,

��� ��� �� ��. ���� ��� �� ��, ���� �����

�� ��. ��� ���� ��� ��. �� ��.

��������������. �����������,����

��, ���� ��. ��� ��, ��� ��. ��� ����, ��� �

�. � ���� ����, ��� ���. ��� ����, ����� �

��. �� ��� ��� � � �� ����. ��� ���� �����

��universal machine�� ���.

�� �� ��� ��� ��� ��? � �� ��� ��� �� ��

� ���� ����. ��� ����, �� �� ����.

2.1 ��

“����� ��”, �� ��� �� ��� � � �� ��. ��� ���

��� ��?

����. ���� 20���������������������

��������. ����������������� 21�����

�� ���� ��.
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2.1.1 ��

1936�, ��� ��� ��� ��� ����� ���� �� � ���.

��� ��(8� 9�)� 2� �� �� 5� 28�.

��� �� ��

����� ���� ���� � �� ��� ���� �� �����

- ��, [��]

��� ��� ����� ��� �� ��(Alan Turing)��� ��. ��

��������������(London Mathematical Society)�����.

“����������,����������������”(On

Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsprob-

lem)

· · ·

������ �� �� c���� 2015
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� ���� ��� ���� ���� ���� ��� � ���. � �

��� 2� � ���� �� �� ����� ��� ���� �� 24��

�����. � � 9� ���� ��(Princeton University) ��� ��� �

�(Alonzo Church)��� ��� ���� ����� �����.

2.1.2 ��

��� ������ ��� ���� ���� � ���, ��� � ��

� ���� �� ���� ��� ��? ���� ��� “����(Turing

Machine)”�� ���, ������ ���� “���(Turing Award)”��

��� “��”��� ��� �� �� ��� ��?

� ���� ���? ����� ��� ��� ��� ��� ��� �

����. “����� �� ���, ���� ���� ��� �����”

��?

�����,����� “�����������������”��

�� ��� ���. �� ��� � �� ���� ��� ����� ��

� ���� ��� ��� ���� � ��� �� ��� � ���.

��������������������������. ����

���, ��� ���� ���� ��� ����� �� ��� ����

�� ���� ���� ���.

��� ����� �� ���� ��� ����� ��� ��(Kurt

Gödel)� 1931�� ��� ��� �����.

“���� ����� ��� �� ���� ��� � � ��.”

2.1.3 �

1928�. �� ���� ��� ��� �. ��� �� �� ���� ���

���. �����������������(David Hilbert)�����

���.
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�� ��� ���. ����� ��� ����� ����, ��� �

�� ��(�� ��)� �� ���� � �� � ��. ��, �� ���?

��� ����� ��� ��� ����� ��� �� ���� �� �

� ���� � ���?

“��”� “��”�����. “��”����� “���������”

����, “��”�� “�� ����” �� ���, �� ����� ���

�� ���� � �� ��� ��� ���� ���. �� ����� �

��� �� ��� ���.

���,�������������������������? �

��������. ������������������. ����

�� ���� �� ��� � ����. ��� ����� �� ��� �

��� �� ��� ����� �� �� ��� ��� ��� ���. “A

�� ��� B��, ��� �� A� ����, ���� B� ����� �

�,” “A����������������,���� A�������”

�� ����. �� �� ���� ��� � �� ����(��)��. �

���� ���� “A”� “B”� ���� ��� ���� ��� ��� �

���� � � �� ��� ���� ��� ���� ��� � �� ��

��� �� ���. � ��� ��� � � �� �� ����. ����

� ��(“����”� ��)� �� �� �� ��� �����, � ���

��(“����”����)������������. ��������

� ����� ���� ��. “��� ��� ��� ����� �� ��

�� ����� �� ���” ���� “��� ��� ��� ���� �

��.” ��� ����� ����� ���� �� ���� ���� �

� ��� � ��. �� ��� ����� � �� ��� ��� ����.

��������������������������������

� �� � ��� ��� ����(��)���.

����� ��� ��� ����� ���� �� ���� ����

� ���. ��� ��� �� ���� ����. ����� � ���

1928� ��������� ����� ����. ���� ���� – ��

������ �� �� c���� 2015
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�� – �� ��� ���� �� ��� � � �� � ��� �, ��� �

��� �� �� �� � �� � ��� ����.

2.1.4 ��

��� 3�� � �� ��� ����. 1931� ��� ��(Kurt Gödel)��

� 25�� �� �����.

��� ��� ��� “� ���”��. � �� �� ���� � ���

����� ���. ���� ������ ����� ��� �� ���

�����������. ��������������������

�����������������. ���, �����������

�� ���� ���� �� ������ �� ����� ��� ���

��� ����.

“���� ����� ��� �� ���� ���� � ��.”

��� ����(��� ��)�� � ����, � ������� ��

�������������. ������������������

�. �� ���� ������ �� ��� ������, � ��� � �

���� ��� ��� �� ����. ��� ��� ��� �� �� �

� ����.

���� ��incompleteness theorem�� ��� � ��� �� ���� �

� ������. ��� ��� ���� ����� ���� ��� ��

�� ��� ��� �����, � ��� ��� � �� ���� ����

��� ����.

2.1.5 ����

1935�. ������(University of Cambridge)������������

�(Alan Turing)� ��� �� ��� ���. 20� ��� �����. �

������������, 38���������(Max Newman)���
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��� ����. ����� ��� ���� ��incompleteness theorem� �

�� ���� ����.

��� � ��� �� ��� ��� ������� �� ��� � �

���� ��� ��. ��� � �� ��� ���� ���� ����.

� ��� ��� �� �� ��� 1936�� ����.

���������������������. ���������

���������������,�������������universal machine,

� ����� ���.

2.1.6 ����

��, ��� � ���� � ����� ��� ��� ����? ��� �

���������. “������”�����������. ����

����� �� ���� �� � ��� ����.

����������������������. �������

�������. ��������������������� “��

�� ��”��� ����. ���� � ����� �� �� � �� ��

��� �� ���. ��� � ��� ��� �� ���� ����� �

� ��� ��� ���� �� ��� �� �� ������ ��� ��

� ��.

� ��� ��� ��� ��� ����� ��� ���� ���� �

������. ��� �� ��� ��� “���� ��”� ��� ���

�����������. ��������������������

�����������. ����������,������ “���

��”� ��� ���. � ��� ���� ��� � � �� ������

���� ��� ����� ���� � �����.

���� “�����”��������������������

�. � ��� ��� ����, �� ��� �� ����� ��� ���

��� �� ��� �, �� � ��� ��� ���� �� ���� ��

������ �� �� c���� 2015
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� ��.

2.1.7 ��

� ��� ��� ���� �� �� ��� ��� ������ ����

����. � ������ ��� ����. ��� � ���� �� ��

��� � ��:

���� � � ���. ��� �� �� �� ��, ��� ���� ��

�($, ∗ � �� �), ��� ��� ��� ��� �� ��, � ��� ��

� ���� ���(A, B, C � �� �), ��� ��� ������. ��

�� � ���� ����. �� ���� ��� �� �� � ���, ��

�����������, ����������. ����������

� ��� �� �� ��, ��� ����� �� ��� ����. ���

� �� �� �� ��� ��� �� ��� ����.

��� ��� ��� ������ ���� ����. ����� ��

�� ����. �� �� ��� �� ��� ���� ���� � �� �

�� ��� �� �� � � ��. ���� ��� ��� �� ����.

� ���� ������ � �� ��� �� ����. �� ��� �

�� ����. ��� �� ���� �� ��� ��� �� ��� ��,

���������������(��� >,�� <,��� ||),�����

������ �� �� c���� 2015
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��� ��� ���� ���� ��. �� �� �� ��� ���� �

��,

“�� ��� C�� ���� �� ��� ∗�� �� �� $� ����, �

��� ��� ����� � � ����(>), �� ��� B� ��”� ��

�.

�� �� ��� ���� ��� ��� ��. � ��� ���� ��

�� � ���� ���� � ������. ���� ���� �����

����.

������ �� �� c���� 2015
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�������������� $���������������. �

�(A��) $ ��� �� ����� ��. ����(B��) �� ��� �

��� ����. �� ���(C��) ��� ���, $� ����� � �

�����. � � ���� ��� �� ��� �� ��� ���, B��

� ���� ���� ��. ��� �� �� ��� ����(��� ��)

���� ��� ���� ��� ���.

��� ��� ��� ������ ��� �� �� ���� ��� �

���, “���� ��”�� ��� �� ��� �� � �� ��� ���

� ��� � ��� ����. ��� 0� 1� ���� ��(010101 · · · ) �

�����, 0����� 1�������(0010110111 · · · )������

� ���. ����� �� ��� �� �� � �� (�� ��, 2+3� �

��� ��� 1���� ∗11 ∗ 111∗� ��� ��� ����� �� ���

��� 5� ���� 1��� � �� ��: ∗11 ∗ 111 ∗ 11111∗).

2.1.8 ��

��� ��� �� “��� ��”� ��� ���� ����� ����

���������������������. ����������

�� ���� �� �� � � ��� ���. “��� ��”� �� � ��

� ���� ��� ��� ���.

� ��� ��� � �� ��� ��� ����. ���, � ��� �

�� �� ���� ��� ��� �����(������ �� ��� �

� �� �� ��)� 1�� �� – ��� ��� ���� – ��� � ��

� ���. ��� ��� �� ��� ��� ��� ���� �� � ��

��. ���, ��� ��� ��� ����� � ��� ��� ��� �

��� ������ ��� ���. ��� ��� ��� ������ �

�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� � �� ��. ��� ��

��� �� ��� ��� ��� �� ���� ��� ���.
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��� � ��� ��� ����� ��universal machine�� ���. �

�������������������������. ������

�� ���� ��� ��� ���� �� � ��� ��� ��� � ��

����. �� �� ��� �� �� ���� ��� � ��� ��� �

�� � �� ����.

�� ��� ����� ���� �� ��� ��� ��� � ����

�.

����� ��� ����

������������������������������. �

� � �� ��� ���� � ���� ��� ���� ��� ��. � �

� ��� ��� ��� ���� �� � ��� � ���� �� ���.

������ ����� ������ ����� ����, �����

� S0, S1, · · ·� �� � ��, ����� � T0, T1, · · ·� �� � ��. ��

���� ����� ������ ���� �������� ����.

• ��I: ����� ��� ���� �� ��.

����� ��� ������ ��� ��� �� ����, � ��

� ��� ��I� ���� ��.

������ �� �� c���� 2015
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�, ����� �� ���� ( ) �� �� ��I� ��� ��� �

�. ��� � ��� ���� ��� ���� �� ��� � ��.

� �� ��� ∗��. ��� ��I �� � �� � �� ��� ��

�����������������������������.

����� ����� ���� �� ��I��� �� ��� ���

� ���.

• ��II: ����� �� ���� ��.

����� �� ����(S0, S1, · · · � ��)� ��II� ��� ��

� ��� �� ��.

• ��III: ����� ��� ��.

�� ������� � � ��� ��� ���� ���� ��� �

�� � ��. ���� ��� S, T, >, <, ||, 0,· · · , 9, X ��. �� X�

� ��� ��� ����� ��. �� ��, ��� � �� ���

�� ������

S0 T0 T1 > S1

S1 T2 T12 < S0

��� ��� �� ����.

XS0T0T1>S1XS1T2T12<S0X

������ �� �� c���� 2015
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��� ��� ������ ��III� ���.

��� �� ������ � �� ��(��I, ��II, ��III)� ���

� ��, ���� ��� ��, ��� 17�� ����: S, T, <, >, ||, 0,· · · ,

9, X, ∗.

�, ��� ����� �� ��� �����, � ����� �� � �

� � ����� ������ �� �� �� ����. �� �� ���

���. �� ��, ��I� ��� ��� �� ����.

��� ��� ����� ��� ���

������������������������. �������

���� ��.

��II�� ���� �� Si� ���. ��I�� ����(∗)�

��������� Tj����. ��������� Si��

��� Tj� ���� ��� ��III�� ���. ��� ���

�� �� Si Tj Tj� m Si� � ��� �� ��. �, ���

� �� Tj�� �� �� �� Si�� ��I� ��II� �� ��, �

� ��� ��� ��� m�� (m� >�� ���, <�� ��,

������ �� �� c���� 2015
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||�� ���) ��I� ����(∗)� ���.

� �� ��� ����� ������ ��� � ��. � ���� �

���� � � �� ��� ���� ����. �� �� ��� � �� �

��. ���������������(��)���,��������

���.

�����������universal machien�. ������������

��� ��� �� ������� ����, ��� ��� ����� �

�� ��� ���� �� ��.

��� ��, �� ��� ����� ��� ���? ��� ��� ��

� � ��� ���? ��� ���� ��� � ��� ��, ���� �

�� ���� �� ��� � �� ��� �� ����� �� ���� �

�. ������������������������������

�� ���?

��� ��. � �� ��� ������ ��� ��� ���� ��

��� � � ��. �� � �� �� ��� �� � �� ����. � �

�� ��� ���� � ���� ���� ���� ��.

� ���� �� ���� � ��� ��� ����� �� ���� ��

���������. ����������������������

�� ��� ��� ��. � ��� ��� ��� �� ��� �� �� �

� ��� ����� � �� ��� ���� ��.

������ �� �� c���� 2015
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2.1.9 ��

����������������������. ���������

������������. �������������������

� ���.

������ ���� ��� ��� ��. ����� � �� ���

�� ���. �� ���, ���(N)� ��� ��(R)� ��� �� ��

��� ��� ��� �� � ��. �, ���� ���� ���� ���

�� ��� �� � ��. ���(Cantor)� ���� ��� � ����.

�� ����� ���(N)�� ��� � � ���� ��countably many �

��� ��(R)�� ��� � � �� ��uncountably many.

�����������������������. �������

� ��� ��� � � ����� ��. ���� ��� �� ���. �

��� ������ �� ��� �� ��� � � ����.

��� ��� �� ��� �������, ���� � ����� ��

� ���� ��� �� ���� ����. ��� ����. ��� ��

� ����� ��� ��� ��� ��� � �� ����.

��� ��� �� �� ����� ��� ��� ��� ��� � �

�, ��� ���� ���� S,T,<,>,||, 0,· · · ,9, X,∗ � 17�� ����. �

��� ���� ���� ��� ���� ��.

��� � ���� ��� ���� ���� ��� �� �� � ��.

��������� 17��������������������. �

���� �� 17��� ���� ��� ���� ��� ���, ��� �

� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ���.

����, �� ���� ���� 0(S) �� 16(∗)� ��� ��� ��

�, ���� ��� ��� ��� 17���� ��� ��� ���

XS1T2>∗
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���� 10�� ����� (X� 15, S� 0, 1� 6, T� 1, 2� 7, >� 3, ∗� 16

���) ��� ��.

15× 176 +0× 175 +6× 174 +1× 173 +7× 172 +3× 171 +16× 170

X S 1 T 2 > ∗

�, 362571664 ��.

���� ����� ��� ���� ��� �� ���. � ��� �

� ������ ��� ���� ��� � ������.

�������������������. �, ���������.

� �� ��� ����� �� ��� �� ���� � ��. ��� ��

� ��� ��� ��� �����. �� ���.

2.1.10 ��

“� ��(��� ��)� �� (��� ����) ��� ��� ��� ��

�� ���”(2.1.6�) �� ��� ���. ��� �� �� �� ��� �

�� �� � �� ���� – A�� �� – � ���� ���� ���:

����: A� ���� ���.

���������������������. ����,����

�� ��� ���� � ��� ��� ��� ��� ��� ����(��

��halting problem)� ��� ���� �� H� ����?

�� �� �� ��� ��� �� � �� ���� A� ����� �

���� �� �� �� H� �� �� � ��. ��� �� ��� ��.

��� ��� ���� �� ���� M� ���, ��� ��� ����

A�����. A����������������������,��

�� “���� M� ���”� ��� ���� ��� � ��� “����

M� ������”� ��� �����. ���� � � �� � ��� �

������ �� �� c���� 2015
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�� � ���� �� �� M� ����� ���� ����. ��� �

�� ��� A� ���� ����� �� ���� H� ��� �� � �

�.

��: A� ���� H� ����.

��� ��� ��� ��� ����. ����� �� �� H� ��

� � ��� ����. � ��� ��� ���� �� �(2.1.11)� �� �

��. ���, ��� ����� ��� ��� ��� ��� ���� �

���� ��� � ��.

��: H� ���� ���.

����, ��� ��� ��� ����. �� �� ��� ��� ��

� �� ���� A� ��� H� �� � ���, H� ���� ����

A� ��� � �� ���. �� ��� ��� ����.

�� � ��� ��� �� �� – ����halting problem� �� ����

� ��� � �� – � ��� ��� ���� � �����. � ����

����� ����� ���, ����� ��universal machine� ��� �

�diagonalization� ����. � ��� ��� ��� ��� ���� ��

� �����.

2.1.11 ����� ��

����halting problem� �� ����� ��� � ��� ��� ��� �

��. ����� ���� �� ����. ��� ����� ��� ��

�� ���� H� ��� ��, � H� ���� ����� ��� ���

�� �� ��� �� �� � ��. �� ����. ��� ����� �

� ����� ��� � ��.

������ �� �� c���� 2015



2.1 �� 33

��� H� ���� ����� �� ����� ����? � ���

�����diagonalization�����. ���(Cantor)����������

��� ����� ��� � ��� �� ��� ��� ����.

��,���������������������,�������

������� 1, 2, 3, · · ·������������. ��������

��� ��� ���. �� �� �� ��� ��� ���� � �� ��

��������������������. ������ 1, 2, 3, · · ·�

��� �� ��� ����.

��, ���������������� H�����������

� ���� � ��. ����� ��� �� ��� �� ������ �

�� ��, ����� ��� ����� �� ���� ��� ��. � �

� ���� ����� ��� H�� �� ����� ��� ��. ���

��� 1� � �� ����� �� 0� � ���. H� �� ����� �

�� �� �� ��� � � ��� ���, H� ���� ��� ����

�� � �� �� ����.

��

I1 I2 I3 · · ·

� M1 1 1 0 · · ·

� M2 1 0 1 · · ·

� M3 1 0 1 · · ·

�
...

...
...

... · · ·

�� � ���� ����� ������ �� ����� �� ���

�� �� � ��. � ��� ��� ��� �� ����. �� Ik� ��

�������. Mk ���������. 0��(�, Mk��� Ik���

� � ���) 1� � �� ���� ��. 1��(�, Mk� �� Ik� ���

���) Mk� �� Ik� ��� ���(����� ����� ����) �

� ��� 1� ��� � ���.

��� �� ��� ������? ���. �� ���� �, �� ��

������ �� �� c���� 2015
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��(����� �� ����� ����� ����)� ���� �� �

��� �� +1� �� ���� ����.

��� �� ����� �� ����� ���. 1� ����(M1)��

1� ��(I1)�� �� ��� ��. � ��� ��� 1� ����� ��

�� 1� ��� ���, ��� 1� ����� ���� 1 � ��� � �

� ����. 2� ������ �� ��� 2� ���� ���, ��. �

� k = 1, 2, · · ·� ��� k� ����(Mk)� k� ��(Ik)�� ��� ���

�. ��� � ��� �� ����� ���.

�� ����. �� ����� �� ����� �����. ��� �

� �� ����� ��� ��� �� ���� �� �� H� ���� �

� � ���. ��� ��� ���� ���� �� ����� �� ��

� �� ��� �� � ���. ��� � ��� ����� �� ����

� ����� � ���� �� ���� ��. ��� ��� ��� ��

��.

��� ��� ��� �� ���� ��� ��. ����� ����

� �� ���� ���� ��� ������ ���� ����. ���

� ��� ���� ����� ���� H�. H� �� ����� ���

�����.

2.1.12 ���

�� ��� ������ �����. ��� ��� ���� �����

��� �� � ��� �� ��� ��� ���. ��� ����� ��

���� ��� � ����� �� ��� � � ����, � ���� �

���� ��� �� � �� ����.

���� �� ��� ���� ��. ���� ��� ��� �� ��

������������. ���������,����������
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���������, ������������cpu�������. ��

������������������������ –�������

�� – ����� �� ���� � ���� �� ����. ��� ���

�� ��, � ��� �� ����� �� ���� ���.

2.2 400�

��� ��� ���� ���� ��� �����, ���� �����

��� ���� ���� ��� ��� 400� ��� ����. �� ��

��� �� ��� ��� �� ���� ���� ���� � ��� ��

��, � �� ��� ���� ��� �� ���� ���. � ��� ��

� ��� ��� � ���, ���� ��� ��(��)�� �� � ���

�� �� ���. ���� � �� ��� ��� ���� 400�. � ��

� �� ���� ��� � �� ��� ��� ��� �����.

������������ 1600��������1�����(Gottried

Libniz, 1646�–1716�)�����������������������

��� �� ������. 200� �, ���(Gottlob Frege, 1848�–1925�)

� ���� ���� ���� �� ������� ���� ��� ��

� ������ ��. ���� ��� ���� �� ������� ��

�� ���� ��� ��. ��(Bertrand Russell, 1872�–1970�)� ���

��(Alfred Whitehead, 1861�–1947�)� ���� ���� �� ��� �

� ����� ��� ����� ���� ���� ��. �� �����

����(David Hilbert, 1862�–1943�)��������������(1�

��first-order logic) ���� ����� �� ���� ���� ��� ��

���� ��� �� ��. ��� � �� � ��� �� ������, �

�(Kurt Gödel, 1906�–1978�)� ���� ��(Alan Turing, 1921�–1954�)

� �����. � ���� ���(Georg Cantor, 1845�–1918�)� ���

1������. �����������������������������
� ���� �����, ���� ��� � � ��.

������ �� �� c���� 2015
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�� �� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ��diagonalization�

����.

��� 3-400�������������������������

���� ���� � ���.

2.2.1 ��

������������. �����������������? �,

��� ��� ���� ���� ����� ���?

����������������������������. ��

�� ��� ���, ����� �� ���� ���� “����”� ��

�.

2036��� ��? ��� ���� 100�. �� ����. � �� 24�

� ��. ���� �� ���� � � ��� ���� �� ��� ���

���� ���� ���� ���� �� ���� �� ���. ����

�� ��� ��� �����.

�����, ��� ���� ��� � � ��� ���� �

- ���, [���]

2.3 �� ��

��, ��� �� ����, ���� ����� ��� ������. �

������������,���(Pascal)������(Libnize)� 1600�

�� �� ���� ���� ���(Babbage)� 1830��� ��� ���

�� �� ���� ���. IBM� 1920���� ���� ���� ���

� ��� �� ��� ���� �� ���. ��� ��� ����, �

������ �� �� ������. ���� ����� ���� ��

���. ������ ����� ���� �� ��� ����� ���

������ �� �� c���� 2015
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�(ABC),����������������������(Harvard Uni-

versity)� ����(Mark), ����� ��(University of Pennsylvania)� �

���(ENIAC).

� ��� �� ������ ��� ����� ��� ����� ��

�. ��� ��� �� ��� ��� ����� ����� ���. ��

����������������,��������������. �

��� ���� ������ ���� ���� ��� ����� ���

� � ��� � ��� ���� ���� ����.

� ��� ���� ��� ���� ����� �� ���� ����

���� ����. ���� ��� ����� �� ��� ����� �

�� ����, ��� ��� ������ ��� ����� ��� ��

��� ���� ����.

��� ��� ���� ���� ������ ���. �� � �� �

������������. �������������������

�. � ��� �� ������ ��� ���� ����.

�� ����� �� ��� ��� � ��� �����

- ��, [��� ���]
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