
6 �©�

áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3�

áÔ�ÐÕªÏþ�s� õ���� Äºo��� ������H @/�Ð z�́'��|̈c �?�����	כ s� |9�ë�H\� @/ô�Ç ²ú�\�¦ ��

1lxÜ¼�Ð K� ÅÒ��H �èáÔàÔJ?#Q��H ��0pxô�Ç��? 7£¤, áÔ�ÐÕªÏþ�s� Äºo��� l�S\�ô�Ç X<�Ð

z�́'��|̈c �¦�\����t	כ p�o� ���7£x
���H l�Õüt�Ér ��0pxô�Ç��? s��Qô�Ç l�Õüts� �èáÔàÔJ?#Q

l�Õüt_� ×�æ¹כ»¡¤Ü¼�Ð µ1Ï���
�#� M®o�¦, áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3� l�Õüts� Õª\� @/ô�Ç ²ú�Ü¼�Ð ��

�:r �.���s	כ

áÔ�ÐÕªÏþ�ì�r$3�(static program analysis)�ÉráÔ�ÐÕªÏþ�s�z�́'��×�æ\���t���H$í
|9�

�̀¦z�́'�����\���1lxÜ¼�Ðîß����
�>�#QaË>ú̧���H{9�ìøÍ&h����~½ÓZO�s���.&ñ
&h�ì�r$3�(static

analysis)s����¦�̧ ô�Ç��.

• “z�́'�����”�Ér áÔ�ÐÕªÏþ��̀¦ z�́'��r�v�t� ·ú§�¦ ì�r$3�ô�Ç����H >pws���.

• “��1lxÜ¼�Ð”��H áÔ�ÐÕªÏþ�s� ì�r$3��̀¦ K� ï�r����H >pws���, ��|ÃÐs� �<HÜ¼�Ð 
���H

ì�r$3�s� ��m���.

• “îß����
�>�”��HáÔ�ÐÕªÏþ�s�z�́'��×�æ\���t���H �̧��H�©�S!��̀¦��ä¼aË>\O�s��¦�9

ô�Ç����H >pws���. \V\�¦ [þt#Q, áÔ�ÐÕªÏþ� d�� “x+1”�� ��|9� Ãº e����H °úכ[þt�̀¦ îß�

���
�>� \V8£¤
��9���, ���Ãº x�� ��|9� Ãº e����H �̧��H °úכ[þt�̀¦ �¦�9K��� ·ú� Ãº

e����. 
������̧ Z�~u���� îß��)a��.

#Q�"� áÔ�ÐÕªÏþ�d�� e��H z�́]j 1s��� 2\�¦ >�íß�ô�Ç���¦ 
���. #QaË>ú̧���H õ�&ñ
�̀¦

:�xK�"f ì�r$3�ô�Ç ���õ�, Õª d���Ér “0s��©�”��� °ú̀�כ¦ >�íß�ô�Ç���¦ ����:r?/�2;���¦
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���. s� ����:r�Ér @/y©�s�t�ëß� îß����
���. z�́]j >�íß�÷&��H °úכ[þts� “0s��©�”s�

���¦ #QaË>ú̧��Ér ���õ�\� �̧¿º �í[O�÷&Ù¼�Ð.

• “#QaË>ú̧���H”�Ér &ñ
SX�
�>� ½+É Ãº \O�Ü¼Ù¼�Ð @/|ÄÌ #QaË>ú̧���H����H >pws���. z�́]j

\�¦ �̧¿º �í[O�
��̧2�¤ a�=!í

�>� #QaË>ú̧�>� �)a��. Õª�Q�� �Ðm�, z�́]j s�ü@_�

��þts]	כ #QaË>ú̧���H X< [þt#Q�̧l��̧ ô�Ç��.

s���Ér	כ #Qe©� Ãº \O���. #QaË>ú̧�t� ·ú§�¦��H Ô�¦��0px
���. &ñ
SX�
�>� K� ?/��H ì�r

$3�l��� ��0px
������, Ô�¦��0pxô�Ç {9��̀¦ ½+É Ãº e��l� M:ë�Hs���. Õª�Qô�Ç ì�r$3�l�

\�¦ ��t��¦ =åQ¹כ��-ë�H]j(the halting problem)\�¦ ÉÒ��H áÔ�ÐÕªÏþ��̀¦ ëß�[þt Ãº

e��l� M:ë�Hs���(#Qb�G>�?).

• “{9�ìøÍ&h�”s�����H >pw�Ér, ì�r$3� @/�©� áÔ�ÐÕªÏþ�_� �èÛ¼���#Q YU6\�\� ]jô�Çs� \O�

Ü¼ 9, ì�r$3�½+É $í
|9�\��̧ ]jô�Çs� \O�����H >pws���. ì�r$3� @/�©� áÔ�ÐÕªÏþ�_� �è

Û¼���#Q_�_�p�½̈�̧��"î
SX�y�&ñ
_�÷&#Qe��l�ëß�
�����)a��.l�>�#Q,#Q!lr�̂¦

o�#Q, C, Java, ML1px �©��'a\O���. ì�r$3�½+É $í
|9�\� @/ô�Ç ]j����̧ \O���.

áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3��Ér “static analysis”, “abstract interpretation”, “type system”,

“model checking”, “theorem proving”, “data-flow analysis” 1px_� ���ª�ô�Ç s�2£§[þt

�Ð ���ª�ô�Ç Ãºï�r\�"f ���ª�ô�Ç �\¹כ��9 ú́�ÆÒ#Q ���½̈÷&#Q M®o~�� l�Õüts���.

6.1 ���¹כ K�$3�

¹���K�$3�(abstractכ interpretation)�Ér ú́� Õª@/�Ð, áÔ�ÐÕªÏþ��̀¦ ¹���K�"fכ z�́'��K��Ð

��H �.���s	כ 7£¤, ì�r$3�½+É áÔ�ÐÕªÏþ�_� z�́]j z�́'��(áÔ�ÐÕªÏþ�_� _�p�)_� ¦r�̀:����¹כ >�

íß�
���H �.���s	כ

¹���K�$3�(abstractכ interpretation)�Ér áÔ�ÐÕªÏþ�ì�r$3��̀¦ �����Ð��H Äºo�[þt_� è�H

�̀¦ ä¼>� ô�Ç çß�éß�
����"f y©�§4�ô�Ç d�¦(framework)s���.

• “d�¦”s����¦ ô�Ç �,�Ér	כ Õª îß�\� F�«Ñ\�¦ Ô�©l�ëß� 
���� Äºo��� ������H #4�[�ts�

���̧l� M:ë�Hs���. �_�¹���K�$3כ d�¦�̀¦ ���� áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3��̀¦ n������
���� ���

õ��Ð��H �½Ó�©� îß����ô�Ç ì�r$3�l��� ���:r��.
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• “y©�§4�ô�Ç”s�Ä»��H, ��_� �̧��H áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3�s� s� d�¦\�"f n������ |̈c Ãº e��

����H ÅÒ�©�s� [O�1pq§4� e��l� M:ë�Hs���[CC95b, CC93, CC95a, Cou97]. s� d�¦

�̀¦ �̧ØÔ�¦ t��FK��t� �¦îß��)a ��_� �̧��H áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3�[þts� �̧¿º s� d�¦�Ð

ëß�[þt#Q è­q Ãº e�����¦ 7£x"î
÷&%3���. s���� õ����Ð �Ð�� f������	�X< ·ú¡Ü¼�Ð Äº

o��� �¦îß�
�>� |̈c áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3�[þt�Ér @/ÂÒì�r s� d�¦\� V,�#Q ëß�[þt#Q è­q Ãº

e���̀¦ �¦����s	כ b��>��)a �.���s	כ

• “çß�éß�”ô�Çs�Ä»��H,Õªd�¦�̀¦��6 x
���H~½ÓZO�s�çß�éß�
�l�M:ë�Hs���.Òqty��
��¦

�ß¼½+Éכ$ ��s	כ Y>�>h÷&t� ·ú§��H��.

• “è�H�̀¦ä¼>�ô�Ç”s�êøÍ,�¦îß�ô�ÇáÔ�ÐÕªÏþ�ì�r$3�s�Áº��H{9��̀¦
���H�:���t�\�¦L	כ

{��>�K�ÅÒl�M:ë�Hs���.ÏãÎo�K��·páÔ�ÐÕªÏþ�ì�r$3��̀¦Õªd�¦îß�\�"f�����Ð���

���²DG�Ér Õª ì�r$3�s� Áº%Á	�̀¦ 
���H �¦�\����t	כ ·ú�>��)a��. ?/�� ëß���H ì�r$3�s� Áº

%Á	�̀¦ #Qb�G>� ¹���K�"fכ áÔ�ÐÕªÏþ��̀¦ z�́'��K� �Ð��H ���s�½̈��, \�¦ L:{��>� K�

ï�r��.

s��Qô�Ç s�K��� �= ?��¹ô�Çכ��9 Äºo��� �¦îß�ô�Ç ì�r$3�, Õª s��©�_� �¦̀�	כ �¦îß�½+É

Ãº e����H t�î̈
�̀¦ \P�#QÅÒl� M:ë�Hs���. \V\�¦ [þt��� ��u� s�����.���s	כ x�&�Û¼

H�s�h�A ���Ãº�� ô�Ç t�&h�\�"f &h�&h� À1Ïo� Ñ��Ñ�� �7H��. #QÖ¼ ¾ºç�H���� 4̈�~�� ¼1Ï

�̀¦Äº���y�	�§Â	��[j�ÐÙþ¡�8m� �̧��H5Åq�̧��7£x��
���H���%3�¦̀�	כ�~���.���s	כ

Õª�
��Ð�¦¾»�Ér%i��<Æ�̀¦s�K¦̀�	כ��¦e����H��|ÃÐs�·ú��9ï�r��.Õª�&³�©��Ér°ú �Ér

�r��� \��-t��� �r��� ìøÍ�â
s� ×�¦#Q×¼��H �¦̀�	כ �r��� 5Åq�̧�Ð �©��Wr�v���H ��s	כ

���¦.Õª�����%i�½̈��,ÕªXO������s����îß�Áº�̧ ��0px
���x½̈��.²ú��9�̧��H#���

��àÔ�-_� ¼1Ï�̀¦ |̈c Ãº e��Ü¼��� Âúª>� ú̧���"f �r���r�&���, Õª�Q��� Õª ��àÔ�-

_��r���s����ô?K�|9���\���§s���.0py�Ér6£	כ ú́�>���;��;y��r���r�v��¦z�·Ü¼���

¼1Ï�̀¦ U�́>� (R�¦ ²ú��9�̧��H ��àÔ�-_� ¼1Ï�̧ U�́>� ú̧��¦, 3lu�̧ �r���ìøÍ�â
s� þj

@/ô�Ç U�́#Qt��̧2�¤ Ä¡¤ (R��.

¹���K�$3�\�"fכ áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3��Ér z�́]j z�́'���̀¦ ¹���K�"fכ K� �Ð��H �.���s	כ ì�r

$3�½+ÉáÔ�ÐÕªÏþ�_� z�́]jz�́'���Ér Õª�èÛ¼���#Q_� _�p�½̈�̧(semantics)\�_�K�&ñ
_�

�)a��. Õª r�Ér:����¹כ �èÛ¼���#Q_� _�p�½̈�̧\�¦ ¹���K�"fכ &ñ
_��)a��. s� M: r�Ér:����¹כ
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îß����K��� ô�Ç��. rÜ¼�Ð:����¹כ áÔ�ÐÕªÏþ��̀¦ K�$3�ô�Ç ���õ��� z�́]j z�́'��ô�Ç ���õ�\�¦ �̧

¿º �í[O�K��� ô�Ç��.

Õª���X<,�=¹כ���s��9¹כ�ô�Ç��O\���¹כ?���9}	כs�Õª@/�Ðz�́'��K��Ð���(simulation)

÷&��H �	כ ��u�́��? ÕªXO� Ãº \O���. z�́]j z�́'���̀¦ �̧¿º p�o� >�íß�K� �Ð��H ��Ér	כ {9�ìøÍ

&h�Ü¼�Ð Ô�¦��0px
���. z�́]j z�́'��×�æ\� {9�#Q����H {9�s� Áºô�Çy� ú́§l� M:ë�Hs���. áÔ�Ð

ÕªÏþ�_� z�́'��s� =åS��t� ·ú§��H �â
Äº�̧ e���¦, ü@ÂÒ_� {9�§4�s� Áºô�Çy� ú́§�̀¦ Ãº �̧ e��

��. s���� �̧��H �©�S!��̀¦ �̧¿º p�o� >�íß�K� è­q ~½ÓZO��Ér \O���. Õª�Qô�Ç >�íß��Ér Áºô�Çô�Ç

r�çß��̀¦�9¹כ��Ðô�Ç��.áÔ�ÐÕªÏþ�ì�r$3��Ér�½Ó�©�=åQ����ô�Ç��.Õª�̧�	כ ��0pxô�Çô�ÇÀ1Ïo�.

¹����Érכ Ä»ô�Çô�Ç [j>�\�"f áÔ�ÐÕªÏþ��̀¦ [�to���H X< 
¹כ��9���. ÕªA��� Õª ì�r$3�s� �½Ó

�©� =åQ±ú� Ãº e����.

Ä»_�½+É��³<�
�¹����Érçß�éßכs���.Õª	כ�¹����ÉrÒqt|ÄÌs���m�����Hכ,�Ér	כð�&³
���H

�
�s�t�ëß�,Õª³ð�&³s�_�p	כ���H����H �̧��Hz�́]j�©�S!��̀¦�í�<ÊK���ô�Ç��.\V\�¦[þt#Q,

z�́]j�� {2, 4, 6, 8, · · · }���¦ 
���. “&ñ
Ãº”����H s�2£§_� ¹����Érכ Õª �¦̀�	כ îß����
�>�


���¹כ���H ��s	כ �)a��. “&ñ
Ãº”�� 
���¹כ��¦ e����H |9�½+Ë {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · }��H

0A_�z�́]j\�¦��ä¼o�t�·ú§�¦�í�<Ê
��¦e��Ü¼Ù¼�Ð.Õª���X<, “4_�C�Ãº”����H¹כ����Ér

îß����u� ·ú§��. 2�� 61px�̀¦ NSä¼�2; �¹���s�lכ M:ë�Hs���. ô�Ç¼#�, “���Ãº”����H ¹����Érכ

îß����
����"f “&ñ
Ãº”�Ð����H �8 &ñ
SX�ô�Ç .���¹���sכ “���Ãº”��H z�́]jëß��̀¦ &ñ
SX�y� ¹כ

���
��¦ e���¦ Õª s�ü@_� ç�H�8�8l��� \O���H .���¹���sכ

6.1.1 ���¹כ K�$3� d�¦: "é¶o�

��6£§_� d�¦\����� áÔ�ÐÕªÏþ� ì�r$3��̀¦ ½̈$í

���� Õª ì�r$3�s� �̀¦��ØÔ����H ��s	כ �Ð�©�

÷&�¦ Õª ½̈�&³ ~½Óîß��̧ ×¼�Qèß���. ��6£§_� õ�&ñ
s� Õª d�¦s���. �_�¹���K�$3כ ÅÒ¹כ �7H

ë�H[þt[CC77, CC79, CC92a, CC92b]_� 8úx&ñ
o����¦ ½+É Ãº e����.

1. áÔ�ÐÕªÏþ�_� z�́]j z�́'���̀¦ &ñ
_�ô�Ç��. z�́]jz�́'���Ér _�p�/BNçß�(semantic do-

main) D0A\� &ñ
_��)a �<ÊÃº

F : D → D

\�¦ s�6 xK�"f &ñ
_�ô�Ç��. ��6£§_� �̧|	��̀¦ ëß�7á¤
��̧2�¤ ô�Ç��:
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• _�p�/BNçß�(semantic domain) D��H CPO(complete partial order):

∃ÂÒì�rí�H"f(partial order) v s��¦

∃þj�è"é¶�è ⊥ ∈ D s��¦

∀�̂��� S ⊆ D : ∃(
⊔

S) ∈ D

s�#Q�� ô�Ç��.

• z�́'���<ÊÃº(semantic function) F��H ���5Åq �<ÊÃº(continuous function):

∀�̂��� S ⊆ D : F (
⊔

x∈S

x) =
⊔

x∈S

F (x)

s�#Q�� ô�Ç��.

• áÔ�ÐÕªÏþ�_� z�́]j z�́'���Ér Õª�Qô�Ç �<ÊÃº F_� þj�è �¦&ñ
&h�(least fixed

point) lfpF

lfpF =
⊔

i∈N

F i(⊥)

Ü¼�Ð &ñ
_�ô�Ç��. (f 0 = id , f i+1 = f ◦ f i.)

2. áÔ�ÐÕªÏþ�_� a(����¹כ z�́'���̀¦ &ñ
_�ô�Ç��. s���Ér	כ _�p�/BNçß� D\� @/6£x
���H ¹כ

����)a _�p�/BNçß�(abstract domain) D̂�̀¦ &ñ
_�
��¦, Õª 0A\� a(����¹כ z�́'���<Ê

Ãº(abstract semantic function)

F̂ : D̂ → D̂

\�¦ &ñ
_�
���H �.���s	כ ��6£§_� �̧|	��̀¦ ëß�7á¤
��̧2�¤ ô�Ç��:

• D̂��H CPO(complete partial order) s�#Q�� ô�Ç��.

• Dü< D̂�Ér °ú��Ð�� ������(Galois connection)

D −→←−α
γ

D̂
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s� ÷&e��#Q�� ô�Ç��. 7£¤,

∀x ∈ D, x̂ ∈ D̂ : α(x) v x̂⇐⇒ x v γ(x̂).

D̂\�"f 	�H "é¶�è{9�Ãº2�¤ �Ð�� ú́§�Ér �¦̀�	כ >pw
�>� �)a��.

α��H z�́]j\�¦ 
���¹כ��¦(abstraction function), γ��H ¹���ô�Çכ "é¶�è�� >pw
�

��H ��\�¦ ½̈�̂�oô�Ç��(concretization function). α��H z�́]j [j>�_� "é¶�è

\� K�{©�
���H �¹���sכ Áº%Á	���t� ·ú��9ÅÒ�¦, γ��H a(����¹כ [j>�_� "é¶�è��

>pw
���H z�́]j�� Áº%Á	���t� ·ú��9ï�r��.

• a(����¹כ z�́'���<ÊÃº F̂��H éß��̧(monotonic) �<ÊÃºs�#Q�� ô�Ç��:

∀x̂, ŷ : x v y ⇒ F̂ (x) v F̂ (y)

• z�́]j z�́'���<ÊÃº Fü< a(����¹כ z�́'���<ÊÃº F̂ ��s���H

α ◦ F v F̂ ◦ α, ��r� ú́�K�, F ◦ γ v γ ◦ F̂ (6.1)

�'a>��� e��#Q�� 
�����, <�Ê�Ér

• z�́]j z�́'���<ÊÃº Fü< a(����¹כ z�́'���<ÊÃº F̂ ��s���H

α(f) v f̂ s���� α(F f) v F̂ f̂ (6.2)

s�#Q�� ô�Ç��.

3. ���¹כ ì�r$3��Ér
⊔

i∈N

F̂ i(⊥̂) (6.3)

_� �À»Ìº,á
(upper bound)�̀¦ Ä»ô�Çr�çß�?/\� >�íß�K� ?/��H �.���s	כ ( 6.3��H �>r

F�ô�Ç��. {F̂ i(⊥̂)}i��H �̂���s�Ù¼�Ð.)
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Õª�Qô�Ç �À»Ìº,á
(upper bound) Â��H �½Ó�©�

α(lfpF ) v Â, ��r� ú́�K�

lfpF v γÂ

\�¦ ëß�7á¤ô�Ç�� (Theorem 2 <�Ê�Ér Theorem 4). 7£¤, ì�r$3����õ� Â�� z�́]jz�́'��

lfpF�̀¦ “�í[O�ô�Ç��.”

4. a_�p�/BNçß�(abstract(����¹כ semantic domain) D̂_�Z�}s���Ä»ô�Ç
������,d�� (6.3)�̀¦

Õª@/�Ð >�íß�
���� �)a��.

5. a_�p�/BNçß�(abstract(����¹כ semantic domain) D̂_�Z�}s���Áºô�Ç
������,d�� (6.3)_�

>�íß��Ér =åQ��t� ·ú§��H��.

s� �â
Äº\���H ��6£§�̀¦ ëß�7á¤
���H

⊔

i∈N

(F̂ i(⊥̂)) v lim
i∈N

(X̂i) (6.4)

Ä»ô�Çô�Ç �̂��� {X̂i}i\�¦ ¹1Ô��H��.

• F̂��éß��̧(monotonic)�<ÊÃºs����,Õª�Qô�Ç �̂��� {X̂i}i�Ér F̂\�»¡¤t�ZO�(widening

operator) 5\�¦ &h�6 x
�#� ��6£§õ� °ú s� >�íß�
���� ÷&�¦

X̂0 = ⊥̂

X̂i+1 = X̂i F̂ (X̂i) v X̂i s���� (6.5)

= X̂i5 F̂ (X̂i) ��m����,

s� M: »¡¤t�ZO� 5_� �̧|	��Ér

∀a, b ∈ D̂ : (a v a5 b) ∧ (b v a5 b) (6.6)
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s��¦

∀7£x��
���H �̂���{xi}i : �̂��� y0 = x0, yi+1 = yi5 xi+1��H Ä»ô�Ç (6.7)

K��� ô�Ç��.

ÕªXO�>� &ñ
_��)a �̂��� {X̂i}i�Ér Ä»ô�Ç
��¦ (Ä»ô�Ç���P:\� �8 s��©� 7£x��
�

t� ·ú§�¦), Õª =åQ(F̂ (X̂) v X̂��� X̂ (why?))�Ér d�� (6.4)�̀¦ ëß�7á¤
���H îß����

ô�Ç ì�r$3����õ��� �)a�� (Theorem 5).

• F̂��éß��̧(monotonic)�<ÊÃº�����,»¡¤t�ZO��̀¦+�"f>�íß��)a Â
let

= limi∈N(X̂i)\�¦

a%vy�l�(narrowing operator) 4�̀¦ +�"f &ñ
�§
�>� ��1pu�̀¦ Ãº e����. ��

6£§_� �̂��� {Ŷi}i�̀¦ >�íß�
���� ÷&�¦

Ŷ0 = Â (6.8)

Ŷi+1 = Ŷi4F(Ŷi)

s� M: a%vy�l� 4_� �̧|	��Ér

∀a, b ∈ D̂ : x w y ⇒ x w (x4 y) w y (6.9)

s��¦

∀y���è
���H �̂���{xi}i : �̂��� y0 = x0, yi+1 = yi4 xi+1��H Ä»ô�Ç (6.10)

K��� ô�Ç��.

ÕªXO�>�&ñ
_��)a �̂��� {Ŷi}i�ÉrÄ»ô�Ç
��¦ (Ä»ô�Ç���P:\��8s��©�y���è
�t�

·ú§�¦), Õª =åQ�Ér d�� (6.4)�̀¦ ëß�7á¤
���H îß����ô�Ç ì�r$3����õ��� �)a�� (Theo-

rem 6).

�= 0Aü< °ú s�ëß� 
���� �̀¦���Ér ì�r$3�s� ÷&��H��? 0A\�"f ���6 xô�Ç ��A� W1>h_�

&ñ
o�[þt(Theorem 2,4,5,6) M:ë�Hs���. Äº���, &ñ
o�[þt\�"f ��6 x½+É °ú��Ð�� ������ αü<
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γ_� $í
|9�[þt�̀¦ µ1ßy��¦ ����.

Fact 1 ¿º CPO Dü< D̂\�¦ °ú��Ð�� ������ D −→←−α
γ

D̂ r�v���H αü< γ��H ��6£§ #�$Á	��

t� $í
|9��̀¦ ��t��¦ e����.

°ú��Ð�� �������)a D −→←−α
γ

D̂_� &ñ
_�\�¦ ��r�æ¼���:

∀x ∈ D, x̂ ∈ D̂ : α(x) v x̂⇐⇒ x v γ(x̂).

• α��H þj�è\�¦ �Ð�>rô�Ç��(strict): α(⊥) = ⊥̂.

Proof. α(⊥) v ⊥̂ �=����� ⊥ v γ(⊥̂).

• id v γ ◦ α.

Proof. α(x) v α(x) s��¦ °ú��Ð�� �������Ð x v γ(α(x)).

• α ◦ γ v id.

Proof. γ(x̂) v γ(x̂) s��¦ °ú��Ð�� �������Ð α(γ(x̂)) v x̂.

• γ ��H éß��̧(monotonic) �<ÊÃºs���.

Proof. x̂ v ŷ ����� α(γ(x̂)) v ŷ, ����"f °ú��Ð�� �������Ð γ(x̂) v γ(ŷ).

• α ��H éß��̧(monotonic) �<ÊÃºs���.

Proof. x v y ����� x v γ(α(y)), ����"f °ú��Ð�� �������Ð α(x) v α(y).

• α ��H ���5Åq(continuous) �<ÊÃºs���.

Proof. �Ð{9� ��Ér	כ D_� e��_�_� �̂��� S\� @/K�"f α(
⊔

x∈S x) =
⊔

x∈S α(x).

α�� éß��̧�<ÊÃº s�Ù¼�Ð,
⊔

x∈S α(x) v α(
⊔

x∈S x) s���. ìøÍ@/ ~½Ó�¾Ó�̧ $í
wn�ô�Ç

��. �=��
����, id v α ◦ γs��¦ γ�� éß��̧(monotonic) �<ÊÃº s�Ù¼�Ð,

⊔

x∈S

x v
⊔

x∈S

(γ(α(x))) v γ(
⊔

x∈S

α(x))

s��¦, °ú��Ð�� �������Ð α(
⊔

x∈S x) v
⊔

x∈S α(x) �� �)a��.
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2

Theorem 2 Dü< D̂��H y��y�� CPOs��¦ °ú��Ð�� ������s� ÷&#Qe����. �<ÊÃº F : D →

D��H ���5Åq�<ÊÃºs��¦ F̂ : D̂ → D̂��H éß��̧�<ÊÃºs���. α ◦ F v F̂ ◦ α s���. Õª�Q���,

α(lfpF ) v
⊔

i∈N

F̂ i(⊥̂).

Proof. α ◦ F v F̂ ◦ α�Ð ÂÒ'�

∀n ∈ N : α ◦ F n v F̂ n ◦ α

s���. �=��
����,

α ◦ F n+1 = α ◦ F ◦ F n

v α ◦ F ◦ γ ◦ α ◦ F n

(α ◦ F��H éß��̧�<ÊÃºs��¦ id v γ ◦ α)

v α ◦ F ◦ γ ◦ F̂ n ◦ α

(α ◦ F ◦ γ��H éß��̧�<ÊÃºs��¦ )
±ú���&ñ
)

v F̂ ◦ F̂ n ◦ α.

(α ◦ F v F̂ ◦ α s��¦ F̂��H éß��̧�<ÊÃºs�Ù¼�Ð α ◦ F ◦ γ v F̂ ◦ α ◦ γ v F̂ )

����"f

∀n ∈ N : (α ◦ F n)⊥ v (F̂ n ◦ α)⊥

7£¤

∀n ∈ N : α(F n⊥) v F̂ n⊥̂.
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�8Ô�¦#Q {α(F i⊥)}iü< {F̂
i⊥̂}i��H �̂���s�Ù¼�Ð (α, F , F̂s� �̧¿ºéß��̧�<ÊÃºs�l�M:ë�H)

tiα(F i⊥)ü< ti(F̂
i⊥̂)s� �>rF�
� 9

⊔

i∈N

α(F i⊥) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂)

s���. α�� ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð ¢,a¼#�d���̀¦ ��r� æ¼���,

⊔

i∈N
α(F i⊥) = α(

⊔

i∈N
(F i⊥)) (α��H ���5Åq�<ÊÃº)

= α(lfpF ). (���5Åq�<ÊÃº_� þj�è�¦&ñ
&h�)

7£¤,

α(lfpF ) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂).

2

��z�́, F̂��H éß��̧�<ÊÃº�� ��m��¦ Ø���½Ó(extensive) �<ÊÃºs�#Q�̧ �)a��:

∀x̂ : x v F̂ (x).

s� �â
Äº\���H α ◦ γ = id_� �̧|	��̀¦ ëß�7á¤K��� ô�Ç��:

Theorem 3 Dü< D̂��H y��y�� CPOs��¦ °ú��Ð�� ������s� ÷&#Qe����. �<ÊÃº F : D →

D��H ���5Åq�<ÊÃºs��¦ F̂ : D̂ → D̂��H Ø���½Ó�<ÊÃº s���. α ◦ γ = ids���. α ◦F v F̂ ◦α

s���. Õª�Q���,

α(lfpF ) v
⊔

i∈N

F̂ i(⊥̂).

Proof. α ◦ F v F̂ ◦ α�Ð ÂÒ'�

∀n ∈ N : α ◦ F n v F̂ n ◦ α
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s���. �=��
����,

α ◦ F n+1 = α ◦ F ◦ F n

v α ◦ F ◦ γ ◦ α ◦ F n

(α ◦ F��H éß��̧�<ÊÃºs��¦ id v γ ◦ α)

v α ◦ F ◦ γ ◦ F̂ n ◦ α

(α ◦ F ◦ γ��H éß��̧�<ÊÃºs��¦ )
±ú���&ñ
)

v F̂ ◦ F̂ n ◦ α.

(α ◦ F v F̂ ◦ α s��¦ α ◦ γ = ids�Ù¼�Ð α ◦ F ◦ γ v F̂ ◦ α ◦ γ = F̂ )

����"f

∀n ∈ N : (α ◦ F n)⊥ v (F̂ n ◦ α)⊥

7£¤

∀n ∈ N : α(F n⊥) v F̂ n⊥̂.

�8Ô�¦#Q {α(F i⊥)}iü< {F̂
i⊥̂}i��H �̂���s�Ù¼�Ð(αü< F��Héß��̧�<ÊÃº, F̂��HØ���½Ó�<ÊÃºs�

l� M:ë�H) tiα(F i⊥)ü< ti(F̂
i⊥̂)s� �>rF�
� 9

⊔

i∈N

α(F i⊥) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂)

s���. α�� ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð ¢,a¼#�d���̀¦ ��r� æ¼���,

⊔

i∈N
α(F i⊥) = α(

⊔

i∈N
(F i⊥)) (α��H ���5Åq�<ÊÃº)

= α(lfpF ). (���5Åq�<ÊÃº_� þj�è�¦&ñ
&h�)

7£¤,

α(lfpF ) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂).

2
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Theorem 4 CPO Dü< D̂��H °ú��Ð�� ������ D −→←−α
γ

D̂ ÷&#Qe����. �<ÊÃº F : D →

D ��H ���5Åq�<ÊÃº s��¦, F̂ : D̂ → D̂ ��H éß��̧�<ÊÃºs����� Ø���½Ó�<ÊÃºs���. α f v

f̂ s���� α(F f) v F̂ f̂ s���. Õª�Q���,

α(lfpF ) v
⊔

i∈N

F̂ i(⊥̂).

Proof. °ú��Ð�� ������r�&�ÅÒ��H α��H þj�è\�¦ �Ð�>r
�Ù¼�Ð α ⊥ v ⊥̂s���. �̧|	�

“α f v f̂ s���� α(F f) v F̂ f̂” Ü¼�ÐÂÒ'�

α(F ⊥) v F̂ ⊥̂

s��¦, °ú �Ér �̧|	�M:ë�H\� ���²DG�Ér,

∀i ∈ N : α(F i⊥) v F̂ i⊥̂.

ô�Ç¼#� {α(F i⊥)}iü< {F̂
i⊥̂}i��H �̂���s�Ù¼�Ð(αü< F��H éß��̧�<ÊÃº s��¦ F̂��H éß��̧�<Ê

Ãºs����� Ø���½Ó�<ÊÃºs�l� M:ë�H) tiα(F i⊥) ü< ti(F̂
i⊥̂)�� �>rF�
� 9

⊔

i∈N

α(F i⊥) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂).

α�� ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð,

α(
⊔

i∈N

(F i⊥)) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂),

7£¤, F�� ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð,

α(lfpF ) v
⊔

i∈N

(F̂ i⊥̂).

2

Theorem 5 D̂��H CPO s��¦, F̂ : D̂ → D̂��H éß��̧(monotonic) �<ÊÃºs��¦, 5 :

D̂× D̂ → D̂��H �̧|	� (6.6) õ� (6.7)�̀¦ ëß�7á¤
����, (6.5)�Ð &ñ
_�÷&��H �̂��� {X̂i}i �Ér
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Ä»ô�Ç
��¦ Õª =åQ�Ér limi∈N X̂i w
⊔

i∈N
F̂ i(⊥̂)s���.

Proof. �̂��� {X̂i}is� Ä»ô�Ç
�����H ��õ	כ ∀i ∈ N : F̂ i(⊥̂) v X̂ie���̀¦ �Ðs���� �)a��.

{F̂ (X̂i)}i�� 7£x��
���H �̂���s����, �̂��� {X̂i}i�Ér (6.7)_� �̧|	��̀¦ ëß�7á¤
�Ù¼�Ð

Ä»ô�Ç
�>� �)a��. {F̂ (X̂i)}i�� 7£x��
���H �̂��������? ÕªXO���. �=�����, (6.5)\� _�K�

"f F̂ (X̂i+1)��H F̂ (X̂i) s����� F̂ (X̂i 5 F̂ (X̂i)) s���. �̧|	� (6.6)Ü¼�Ð X̂i v X̂i 5

F̂ (X̂i)(6.6)s��¦ F̂��Héß��̧(monotonic)�<ÊÃºs�Ù¼�Ð,�½Ó�©� F̂ (X̂i) v F̂ (X̂i+1)s���.

s�]j ∀i ∈ N : F̂ i(⊥̂) v X̂i�̀¦ �Ðs���. l��í��H {©����
��� F̂ 0(⊥̂) = ⊥̂ v X̂0.

F̂ i(⊥̂) v X̂i���¦ 
���. F̂�� éß��̧(monotonic) �<ÊÃº s�Ù¼�Ð F̂ i+1(⊥̂) v F̂ (X̂i)s�

��.

(6.5)\� _�K� X̂i+1��H ¿º �â
Äº�� e����. F̂ (X̂i) v X̂i{9� M:��H X̂i+1 = X̂is�Ù¼�Ð,

s�M:��H F̂ (X̂i) v X̂i+1, ����"f F̂ i+1(⊥̂) v X̂i+1s���.

F̂ (X̂i) 6v X̂i{9�M:��H X̂i+1 = X̂i5F̂ (X̂i)s�Ù¼�Ð,s�M:�̧, F̂��Héß��̧(monotonic)

�<ÊÃºs��¦ �̧|	� (6.6)\� _�K� F̂ (X̂i) v X̂i 5 F̂ (X̂i) = X̂i+1, ����"f F̂ i+1(⊥̂) v

X̂i+1s���. 2

Theorem 6 D̂��H CPO s��¦, F̂ : D̂ → D̂��H éß��̧(monotonic) �<ÊÃº s��¦, 4 :

D̂ × D̂ → D̂��H �̧|	� (6.9) õ� (6.10)�̀¦ ëß�7á¤
��¦, F̂ (Â) v Â s����, (6.8)�Ð &ñ
_�

÷&��H �̂��� {Ŷi}i �Ér Ä»ô�Ç
��¦ Õª =åQ�̧ limi∈N Ŷi w
⊔

i∈N
F̂ i(⊥̂)s���.

Proof. �̂��� {Ŷi}is� Ä»ô�Ç
�����H ��õ	כ ∀i ∈ N : F̂ i(⊥̂) v Ŷie���̀¦ �Ðs���� �)a��.

{F̂ (Ŷi)}i��y���è
���H �̂���s����, �̂��� {Ŷi}i�Ér (6.10)_� �̧|	��̀¦ëß�7á¤
�Ù¼�ÐÄ»

ô�Ç
�>� �)a��. {F̂ (Ŷi)}i�� y���è
���H �̂��������? ÕªXO���, ��6£§s� ��z�́s������:

∀i ∈ N : Ŷi w F̂ (Ŷi). (6.11)

�=�����, Ŷi w F̂ (Ŷi) s������ �̧|	� (6.9)\� _�K�"f Ŷi w Ŷi 4 F̂ (Ŷi) w F̂ (Ŷi). F̂��H

éß��̧(monotonic) �<ÊÃºs�Ù¼�Ð F̂ (Ŷi) w F̂ (Ŷi4 F̂ (Ŷi)) = F̂ (Ŷi+1) s���.

0A_� (6.11)�Ér ��z�́�����? ÕªXO���. l��í �â
Äº, &ñ
_� (6.8)ü< �̧|	� Â w F̂ (Â)\�

_�K�"f Ŷ0 w F̂ (Ŷ0). )
±ú� �â
Äº: Ŷi w F̂ (Ŷi)���¦ 
���. �̧|	� (6.9)\� _�K�"f,

Ŷi w Ŷi4 F̂ (Ŷi) w F̂ (Ŷi). &ñ
_� (6.8)\� _�K� ��r� æ¼���, Ŷi w Ŷi+1 w F̂ (Ŷi). #�l�
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\�, F̂��H éß��̧(monotonic) �<ÊÃº s�Ù¼�Ð, ¢,a¼#� ¿º>h�Ð ÂÒ'� F̂ (Ŷi) w F̂ (Ŷi+1)s��¦,

�̧�ÉrAá¤\� ������
���� Ŷi+1 w F̂ (Ŷi+1).

�̂��� {Ŷi}is� Ä»ô�Ç
�����H ��Ér	כ �Ð%i��¦, ∀i ∈ N : F̂ i(⊥̂) v Ŷie���̀¦ �Ðs���. l�

�í �â
Äº, F̂ 0(⊥̂) = ⊥̂s�Ù¼�Ð {©����
���. )
±ú� �â
Äº: F̂ i(⊥̂) v Ŷi���¦ 
���. F̂��H éß�

�̧(monotonic) �<ÊÃºs�Ù¼�Ð, F̂ i+1(⊥̂) v F̂ (Ŷi). �½Ó�©� Ŷi w F̂ (Ŷi)s�Ù¼�Ð(6.11) �̧

|	� (6.9)\� _�K�"f Ŷi 4 F̂ (Ŷi) w F̂ (Ŷi)s�Ù¼�Ð, F̂ i+1(⊥̂) v F̂ (Ŷi) v Ŷi 4 F̂ (Ŷi) =

Ŷi+1. 2
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