
A� �u� ���� ���� �� �u

q�u� �a��

�vY����� �S�Y

��� ccc

����� �� �� P��� �� C�� �� ����� �u� ����specialize� ��
� ��� �U� A� �u ������ ���� ��� �� �u� ��� ��� �� ��
� LK�� �� � �u� �v���
A� �u�t ��� ���� ��� ��t� �� �� �	 � ��L �C�L �u�

�
��� ��t� ��� �U�� �� ��� � �Y� �	�� �	 � �� 
�� 	c� �
�� �U�� ��� ��t� �u� ���� ML� ��Y �	
� ��
 ��� ��� �
u�� �
 ��� 	� ��� 
L ��� �u� ����� A� �u
� � A
� �Y�
u� � �� ���� ���� � ��� ���� ��� � 	�� ���

 �u�t��� �
� �u�Static Value Slicing�� ��� ������� v��t �

�� �� ���� ����� �� �u ��� CK��� �� �
� �u� sq� � e� �

���� �� V� �� �� 
�� � 
���� �� X�� �qb �� �� �I
� �

���� �� �
� �u� ���� sq� � e� qE �� V� �� �� 
�� �����

�� �� qE �� ��b �� �� �I� � �L� �� ���� ��� �� �� sq��

�� ����� A
� �A� �u� ��� �u �Y� u� � ���

� sssqqq

��� ���� �� sq� ��Y �� u�uS� ��� �� �� ���call�by�value�� ��
�� L��higher�order� sq���

e ��� � unit
j x variable
j � free variable
j �x�e abstraction
j e� e� application
j fix f � �x�e� in e� recursive function binding
j ��e� data construction
j ����e� data deconstruction
j case e� � e� e� switch

� sq� �� � �� �� ��� Z� ����� ��� � � v� e� v�� ��� GS
�q� � ���e���� ����� ��q��	 �� � �x�e� � ��x�e�� �� ��q��� �
�fix f � �x�e� in e��� GS� f� �� � �x�e� ��� �E ��t e�� �� GS���
�case e� � e� e��� GS� e�� �� � v�� e�� GS� �� �L	 e�� �� � v� I��
e�� GS� �� ��� ���� �� 	�� ������
���� �� � fix f � �x�e� in e� � �� �� �	 f�Y	 � �x�e ��� �� �	 x��

�
� �� ���L �A���

�E�mail� fpoisson� kwangg�pllab�kaist�ac�kr� web� http���pllab�kaist�ac�kr��fpoisson� kwangg






� ������ ������ ���uuu�Set�Based Analysis�


� �� �u 	
� ����� �� � � ��� �� � �� �� 
��� f�	 � � P

�� 
� �G��set constraints�� 	�	 �L	 � �G�� 
q ��� ��� �� � �� �
�� A��� u	�� 	
���Hei�
��

��G�� ��� �u�t� ���� ��� �� �
 ��� 
��� D����	 �

�	� �U��dependency�� X��L �u� ���
 ��� 

 ��� �yuS�t �E�
��� ��� ��� 
��� �
��� 
� �E�set environment��� ��qt 
�� ��
��yuS�set�based semantics���������
��P���yuS���������
��� � ��� ��� �� 
�� ��	 
P�approximate�� � ��� sq� ���� e��
�	 � e� � v � E�� 
P�� 
� �EE� � 
� �E�t ��� ��� �
�� 
��
�C� e�� 

 ��� �yuS ��t ��� �� �� j�� E�� K��safe���L ���

�� ��� 
P�set�based approximation�� ����� �	 K�� 
� �E �	 �� 
�
�E��t ����� �� � �� �	 �� �� ���� �� 
P�� u�� �� �� 
�
�� �u���

� �� �u� ��� �G� ��q��� �
� �G� sq� ���� � �	 
� �

G��set constraints�� u�� �G�L	 �
�� u	� 
��G�� �T�� ��� 	�least
model�� ��� 	�� 
� �G�� u�� ����

��� ������ ���GGG������ ������

��	 
� �G�� A�	 ��� ����� 
� �G� C� fXe � se j e � �g� ��� ����
Xe � se� �y� � e� �� 
� �se� ���� �� 
�� j�� � ��� ����
�� 
�� ae� ��Y �� A���� ae� �� �� � �� �� ���� ��� ���

�� u��� 	� X � ae�� v
 �q�� �� A����
�regular tree grammar����

ae ��� �

j �x�e
j � X


� � se� �� 
�� ae� j���� 
� �� X� ���� �� ��� ��B ����

 �A��	 � �� �� � �� ��� �v��� ��� X� X� ��� ��� �� Oq
 �
� ��� app�X��X��� X�� ��� ��� X�� ��� ���� ��� �Y ��� �y���
case�X�� ��X��X��� case�� �� � �� ��� �y���

se ��� ae
j X
j ��� X
j app�X��X��
j case�X�� ��X��X��

�� 
�� 
����A���y�	 ��������
� �G�� 	�	 �� �Y��
�
��

��� ������ ���GGG������ ���

��� ����� 
�� �Y� ae� A� �� �
��v
� ����� ���� ��t X �
se� ��� 	�� 
� �G��� �� �� �Y� �	 X � ae� ��� �	��simplify��q
Kb ��� �� �� �Y���� 
��y�C�� ���	�A������ 
�������
�� 	�� 
� �G� C� 	��� �I � �� �	�� �G�� �� ��� �� �� �Y
� ��	 � � X � ae ��� �	�� �G��� �Y� 
��

� ���vvv

N� Heintz� 
� �� �u� ����� 	�	 � �� ���free variable�� �� E�� �	t
� A��q��� �c	 ����� 	� �� ���	 � 	�� qN
 ��qb ���

�



v � V al � Closure� Constant� � values
�x�e � Closure � Expr lambda exprs in program �

� v � Constant � Con� V al constants
� � Con � f��� � � � � �Ng constructors in program �

I�Xe� � V al I��� � f�g
I��x�e� � f�x�eg I�� X�� � f� v j v � I�X��g
I���� X�� � fv j � v � I�X��g

I�app�X��X��� � fv j �x�e � I�X��� v � I�Xe�g provided �x�e � I�X�� implies Xx � X�

I�case�X�� ��X��X��� � fv j v � I�X��� � v� � I�X��g � fv j v � I�X��� �
�v� � I�X��� �

� �� �g

�VAR� �� x	 f g �C� �� �	 fXe � �g �ABS�
�� e�	 C�

�� �x�e�	 fXe � �x�e�g � C�

�FIX�
�� e�	 C� �� e�	 C�

�� fix f � �x�e� in e�	 fXe � X��Xf � �x�e�g � C� � C�

�APP�
�� e�	 C� �� e�	 C�

�� e� e�	 fXe � app�X��X��g � C� � C�

�CON�
�� e�	 C�

�� ��e��	 fXe � � X�g � C�

�DECON�
�� e�	 C�

�� �
���e��	 fXe � ��� X�g � C�

�CASE�
�� e�	 C� �� e�	 C� �� e�	 C�

�� case e� � e� e�	 fXe � case�X�� ��X��X��g � C� � C� � C�

�� 
� constructing set constraints ��

X � app�X��X�� X� � �x�e
X � Xe Xx � X�

X � case�X�� ��X��X�� X� � � Y
X � X�

X � case�X�� ��X��X�� X� � �� Y � �� ��

X � X�

X � ��� Y Y � �Z
X � Z

X � Y Y � ae
X � ae

�� �� set constraints simpli�cation rule

A��u���t�����	���	�������L�C�L�u��
��� ��
�� 	�� �	�� N 	
� ����� K�� �u� �	t� ����� ��� �f� �

�� �	 �� ��
 	b �� ���� ����� �� � �f� � �� �	 �� ��� 

�� U��L	 �� �� C� �	 	� �� �� 
� �G�� fX� � Ug � C� ��� ��
 ��q�






input a collection C of set constraints
repeat

add set constraints according to rules in �gure �
until no changes in C
output fX � ae j X � ae � Cg

�� 
� set constraints simpli�cation algorithm	 S


� �G��� �� �� NL��� �	 
�	 � e� �� 	� �� �	 �A�q�� E� �
C� �� ��� C�� �� ���	 �u�L	 K�� �u� �	 � ��� �Y� ��q�

 ��� �� �q	 e� case � � e� e�� E�	 �C �� �	� �� ������ � ��� ����	
�	�� �	�� �� ���	� qE ��� ��� � ��t�� X� � U� �L	 ��t Xe�

X�� X�� �� ��
 ���
�� 	
�� ����� �� � 	� �� �� NL �t �u� �
� �	 ��� � E�


� �G� C� �� 
� 	
� �� 	���	� �� � ��� �
�	 X�� �� �G�� �

�qK �� M� ��� ���	 �� �����	 v�� �� �A ��	 	�� �	� ��q
��� �G��Y �� �� �G�� �Z S�fX� � vg � C�� ���� 	� u�
 ��� � 	

� ��� A�� v�� ���� �u� �� ��� �� y�� �u� � � ��� ����
��� ����� �� �� �	 �u� 	b �� ��� ���	 ��� �� 
 ��� ���
� �u� �v� ����� �� �� 	�� �A� C�� �� �	 A� �u� �	 uq

� �Y�� � A�� �Y� ��t	 ���	 ��� �� �u 	
� LK�� ����

� ��������������� uuu���� ������������ ���uuu

� ��t�	�� �	� �u� � �� V�� �u� �L �������	�� y�� 	


� �	t z���L ���
� 	
� U� ��� A� �uY �� ��� 
� �G�� 
 �	 U� �q���	 ���


 � � �� ��� ��� ���	�� y�� ���� �� ��� �� �S� �� �L ��

Y �� A���� �� f��Modal Logic��t�S� �� �������necessarily��� �y��
��	 ��	���� X��	G
 �� �qb�� �y���AGM���� �	 X � ���	 X� 	
���	�	 X � ���t ���	�	 X � �� �G� ��	b �� �y���

� ��� X�

j ���

�
X

j app��X��X��
j case��X�� ��X��X��

X�� 	� �� �� 
� ���L	 ���

�
X� �y� X � �� �q � �� �u� ��� �

�� � �� �� �� X� �� ���	� � v�� ��� �A�� � �� ��� v� ���
���� �y��� app��X��X��� ���	� X�� qE ���� �A�� X�� ��� � ��

� ��� �Y �� �y��� case��X�� ��X��X��� X�� ���	� ������� �� ��� X��

L	 I�� X��� �y���
	���	�u�Y� �� �� ���	NL�� Sc� � �Y� � �� ���� �� ��

� G
 ��	t �� 
� �G�� �	 X � aeZ� X � �� ��� �� ����
������� �� �� �� v� �A��		���	��u� �Y� �G� X� � v� �

��� U� ��� �u�� � A�� �u� uq� � ��� ���	 NL�� Sr� Sc� �Y
� X� � v� 	��� �It	 �� �� �Y� �� �G���
L	 X � ae �� 	� u	 �

���

�



I�Xe� � V al I��� � f�g
I��x�e� � f�x�eg I�� X�� � f� v j v � I�X��g

I���� X�� � fv j � v � I�X��g � fv j I�X�� � I���� v � I����

� X��g
I�app�X��X��� � fv j �x�e � I�X��� v � I�Xe�g � fv j I�X�� � I���� v � I�app��X��X���g

provided �x�e � I�X�� implies Xx � X�

I�case�X�� ��X��X��� � fv j v � I�X��� � v� � I�X��g � fv j v � I�X��� �
�v� � I�X��� �

� �� �g
�fv j I�X�� � I���� v � I�case��X�� ��X��X���g

I����

� X�� � fv j � v � I�X�� at runtimeg
I�app��X��X��� � fv j �x�e � I�X��� v � I�Xe� at runtimeg

provided �x�e � I�X�� implies Xx � X�

I�case��X�� ��X��X��� � fv j � v � I�X��� v
� � I�X�� at runtimeg

�fv j �� v � I�X��� v
� � I�X�� at runtimeg

�� �� Interpretation of set constraints in Semi�Static Analysis

X � app�X��X�� X� � �x�e
X � Xe Xx � X�

X � case�X�� ��X��X�� X� � � Y
X � X�

X � case�X�� ��X��X�� X� � �� Y � �� ��

X � X�

X � ��� Y Y � �Z
X � Z

X � Y Y � ae
X � ae

X � app�X��X�� X� � �
X � app��X��X��

X � case�X�� ��X��X�� X� � �
X � case��X�� ��X��X��

X � ��� Y Y � �
X � ���

�
Y

X � Y Y � �
X � �

�� �� set constraints simpli�cation rule �compile�time�

	 ����������possiblity���� ��������� ���uuu

X ��t� 	���	� 	� u� � �� ���� u�L	 �u� � �� �� � 	�� �	
�A�q���� � � ���	�� y�� 	
� �	 z�� ��	 � ��t� �� ��� �
u�Static Value Slicing�� ��	 	�� �	� �u� � �� ��� � �u ���� 	��

�



input a collection C of set constraints
repeat

add set constraints according to rules in �gure �
until no changes in C
output fX � ae j X � ae � Cg � fX � � j X � � � Cg

�� �� set constraints simpli�cation algorithm	 Sc

X � app��X��X�� X� � �x�e
X � Xe Xx � X�

X � case��X�� ��X��X�� X� � � Y
X � X�

X � case��X�� ��X��X�� X� � �� Y � �� ��

X � X�

X � ���

�
Y Y � �Z

X � Z

X � Y Y � ae
X � ae

�� �� set constraints simpli�cation rule �runtime�

input C� � Sc�C� � fX� � aeg
repeat

add set constraints according to rules in �gure �
until no changes in C�

output fX � ae j X � ae � C�g

�� �� set constraints simpli�cation algorithm	 Sr

�� ��� v
� �� ����� �� � �C 	�� �A�� 	�� �	� u�� ����

���� ��
 u	 �� 	
� CK���
�� �q e� e�� �� �u��L ��� �
�	 � �� �� � �� �	 ��� �	t �

�� �A�q � �� 	�� S�� u	 �C 	�Y � S��� �p	 ���	 e�� �� G
S�� ML	 e� e�� �� �u� � �
 ���

��� ������ ��������� ���uuu�Static Value Slicing�

�� ��� �u��	 sq� ���� �� ����� 
� V� 
� �� GS	 ��� � �
���� �� X���qb ��� �u�� ����Yi���� ��t� Yi� SVS� ��Y �� �
�����

� �	 �� � e � �� ��� �u� ���	� ����

�



X � app�X��X�� X� � � �x�e � �
X � app��X�� SV S�X� 	 �x�e�����Xe�Xx�X��

X � case�X�� ��X��X�� X� � �
X � case��X� � SV S�X� 	 � U�����X�� SV S�X� 	 � U�����X��

X � ��� Y Y � � S� � SV S�Y 	 � U���� S� � fv j � v � S�fX� � S�g � C���Y�g
X � ���

�
�X� � S�� S��

�� �� simpli�cation rule with SVS �compile�time�

� Yi� SVS� vu 
� �yuS�standard operational semantics���t A�� ��	 ��t
� 
��� 
� �yuS�Set�Based operational semantics���t A�����

sq� ���� �	 � e � �	 �� ��� �u V� �� SV S�e� V ����� 	� �� v����
�� ���� �A��t 
��� 
� �yuS� �	 e� v � V� �� ���� �
� v��
� �� �� ���� � Emin � �v����e� v � V � �	 v�� SV S�e� V ����� j��qb ���

��� ������������ ��������� ���uuu

��t app��X��X��	 case��X�� ��X��X��	 �
��

�
�X�� ��X��X��� �� X� � ae�� X�� �� �A

�qb� simplify�q�����t	 X� � ae� constraint���q�������b���� ��
subexpression���S��I��	 X�� ��S����� �� ���� ����f��t �I
�	�possibliy��� �y� ����AGM��� ��t�	���	�u�� X � ���G�� � �
��	� X� I�	 �� ��
 � ���� ��� �y��� �� X�t z�� �� �� ��
	�� �	� X � ��� ���	� X� ��� �� ��
 �L	 	�� �	� X � ���L
	t ���	� X� ��� �� ���� M��� ����

� ��� X�

j ���

�
�X� � S�� S��

j app��X�� S�X��X��X��
j case��X�� S��X�� S��X��

�� �y� ��Y ��� ���

�
�X�� S�� S��� �y� 	�� S�Y �G� ��� S�� �� ��

� �����L	 app��X� � S�X��X��X����y�	��
� S��G�������� X��

��	 X�� X���� �� � ��� �y��� case��X� � S��X�� S��X��� �y�	�� S�Y �
G� ��� X�� ��	 S�� �G� ��� X�� �� �� � ��� �y���

I����

�
�X� � S�� S��� � fv j v � S��X� 
 S� �� �g

I�app��X� � S�X��X��X��� � fv j v � X��X� 
 S� �� �g provided X� 
 S� �� � implies X� � X�

I�case��X� � S��X�� S��X��� � fv j v � X��X� 
 S� �� �g � fv j v � X��X� 
 S� �� �g

	�� �	� ��� �� u��� �Y� �� �� ���
�c	 X � app�X��X����	 X�� 	���	� �A� � ��� �Y �� � �X�t ���

� �� �	 �� �x�e�� �	t X� � �x�e� � 	�� S� SV S�X� 	 �x�e����� u�L	 �
S�� ���� �G��� ��q 
�� ��t	 �Y �� ��� � e� e�� �	t �
�� �
����� j�� �G���� ��q �L	 ����� 	�� �� � � ��� 	� u� � �
L	 ��� 	� u� � �
 ���
���� 	
�� X � case�X�� ��X��X���� X�� 	���	� �A� � ��� �Y ��

X � case��X� � SV S�X� 	 � U�����X�� SV S�X� 	 � U�����X�� � �G�� ��q 
��
���data��������	�deconstruction���E�����E����  ���� X �

��� Y� �� � Y� 	�� �	� GS� � ��L ��� qE E�� �G�� 
 ���� �

�



X � app��X� � S�X��X��X�� X� 
 S �� �
X � X� X� � X�

X � case��X�� S��X�� S��X�� X� 
 S� �� �
X � X�

X � case��X�� S��X�� S��X�� X� 
 S� �� �
X � X�

X � ���

�
�X�� S�� S�� X� 
 S� �� �

X � S�

X � Y Y � ae
X � ae

�� 
�� simpli�cation rule with SVS �runtime�

� S� S�� SV S�Y 	 � U����� �
 f�� � ��� �	� Y� � ���� �� ���� �� S
�� u��� �� ��� �
�	 � E� X� qE �� �� ���� �	t� Y� �C� qE
�� ����N����IX�!� 	v ������ 	����		��t� X� �� Y�
�C� �� S� S�� 	��� �� ���� �A�� ����� �u�L � �u� !	s�
X� �	 �� �� � ��L 
P�approximate�����
� 	
� P��� �C� Y� �� NL �u� ��� � �� A�	� Fq��� K��

�t Y� �� ��
� U�L � ���� � A�� �Y� ����� 	� �� �Lt	 u�
� ���

��� AAA�������correctness�

���� �����	��
��G�� C�L��	��Y��A��u� FU 	 ���	�	
��� �� v�� NL �
� �u� Fv	 ���� ��� �u� F��� A�� � ���

� Fv
def
� let

C� � C � fX� � vg
in

���C� � fX � se j
	

X � se
� Rulev� 	 � �g

� F�
def
� let

Fc � ���C � fX � se j
	

X � se
� Rule�c

� 	 � �g

C� � lfp Fc � fX� � vg
in

���C� � fX � se j
	

X � se
� Rule�r

� 	 � �g

� FU

def
� let

CU � C � fX� � Ug
in

���CU � fX � se j
	

X � se
� RuleU � 	 � �g

�



�C 
Y�C ������u� K���t	� ���	�u��Y���j���t	A�
�u���A���Y���q����u����t lfp������LA��least �xpoint��
�y��	 j � j� 
� �G��� A����
�� �� � �� 
�� ��q�� �S����

Proposition �

�� 	��� �� ���� �� �		 �� � � C � ���	 �u	 ���� ��� �u� 	�
�� jlfp Fvj � jlfp F�j �� ����� �	 ��� e � �� �	 ��� �G� �����
jlfp F�j�Xe� � jlfp Fvj�Xe��

Proof� Fv� F�� �YRer���� �� A�� �� LA� ��
��xpoint induction�� P�
	 �� �

Proposition �

�� 	��� �� ���� �� �		 �� � � C � ���� ��� �u	 A� �u� 	� �
� jlfp F�j � jlfp FU j �� ����� �	 ��� e � �� �	 ��� �G� �����
jlfp FU j�Xe� � jlfp F�j�Xe��

Proof� FU� �YRer���� �� A�� �� LA� ��
��xpoint induction�� P�	 ��
�


 ������ ��� LLL���

� �u�t� �� ��� �u�Static Value Slicing�� ��	 ���	 ��� v��t 	��
�� ���� ���	� �� �u 	
� CK��� �� ��� �u� ���� sq� � e�
qE 
� V� 
� �� ��� ����� 	� �� qE �� 
	b �� ��  I� � �L	
�� ���� ��� 	� �� sq����A��u� �	 � A���accurate� �u �Y� u
� � ���
�� 
! �u� A���correctness�� �����	 � �u 	
� ��� ���  L ��

���� X�� �� �u� A!� " ��� � �� ���  I �u� �C� u
�L � �Y
� �#�� �u� ���� ��� �� �I ���

���LLL ������

�AGM��� S� Abramsky	 Dov M� Gabby	 and T�S�E Maibaum� Handbook of Logic in Computer

Science	 volume 
� Clarendon Press	 Oxford	 
����

�Hei�
� Nevin Heintze� Set based analysis of ML programs� Technical Report CMU�CS��
�
�
	
Carnegie Mellon University	 July 
��
�

�Yi��� Kwangkuen Yi� �� ��� �u �static value slicing�� In A�Y�� ����� �Y
�� �v�	 September 
����

�YRer� Kwangkeun Yi and Sukyoung Ryu� A cost�e�ective esimtation of uncaight exceptions
in Standard ML programs� Theoretical Computer Science	 �invited paper��

�


