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1 대상 언어

C → skip

| x := E

| *x := E

| C ; C

| if E C C

| while E C

E → n (n ∈ Z)
| true

| false

| x

| *x

| &x

| E + E

| - E

| E < E

2 모듬의미

프로그램 C의모듬의미 [[C]] 를 C가실행중에만드는모든기계상태들의집합으
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로정의한다.

[[C]] ∈ 2State

물론, 다음함수 F ∈ 2State → 2State의고정점으로정의된다.

fix (F
let
= λT.T0 ∪Next T )

2.1 의미 공간

s ∈ State = Memory × Label

m ∈ Memory = Loc
fin→ Val

v ∈ Val = Z+ B+ Loc

Loc = Var

x ∈ Var = (Program Variables)

l ∈ Label = (Program Labels)

2.2 초기의 기계상태 집합 T0

빈메모리를 m0 ∈ Memory라고하면

T0 = {(m0, l) | l ∈ Label}

2.3 기계상태들을 받아 다음 기계상태들을 내놓는 함수

Next ∈ 2State → 2State는 next ∈ State → State로정의된다.

Next = ℘ next

2.3.1 next 함수의 정의

편의상 s ∈ State를 (m,Cl)로표기한다. Cl에서 C는 l ∈ Label에해당하는명령
어이다. n ∈ Label → (Label ∪ {lend})은프로그램의레이블을받아그다음에실
행될레이블을돌려주는함수이다.

next(m, skipl) = (m,n(l))

eval(m,E) = v

next(m, (x := E)l) = (m{x 7→ v}, n(l))

eval(m,E) = v

next(m, (*x := E)l) = (m{m(x) 7→ v}, n(l))
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next(m, (Cl1 ; Cl2)l) = (m,Cl1)

v = eval(m,E)

next(m, (if E Cl1 Cl2)l) = (m,Cl1)
v = true

v = eval(m,E)

next(m, (if E Cl1 Cl2)l) = (m,Cl2)
v = false

eval(m,E) = v

next(m, (while E Cl′)l) = (m,Cl′)
v = true

eval(m,E) = v

next(m, (while E Cl′)l) = (m,n(l))
v = false

2.3.2 eval 함수의 정의

eval ∈ Memory × E → Val 함수는메모리와식을받아그값을계산한다.

eval(m,n) = n
n ∈ Z

eval(m, true) = true

eval(m, false) = false

eval(m,x) = m(x)

eval(m, *x) = m(m(x))

eval(m, &x) = x

eval(m,E1) = v1 eval(m,E2) = v2

eval(m,E1 + E2) = v1 + v2

eval(m,E) = v

eval(m, - E) = −v

eval(m,E1) = v1 eval(m,E2) = v2

eval(m,E1 < E2) = true
v1 < v2

eval(m,E1) = v1 eval(m,E2) = v2

eval(m,E1 < E2) = false
v1 ≥ v2
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3 요약

3.1 요약 공간

ˆState = ˆMemory × ˆLabel

ˆMemory = Loc
fin→ ˆV al

ˆV al = Ẑ+ B̂+ Loc+ {⊥,>}

Loc = Var

Var = Variable

ˆLabel = Label + {⊥,>}

Ẑ = {x | 0 ≤ x ≤ 10} × {x | 0 ≤ x ≤ 10}+ {⊥,>}

B̂ = {⊥, ˆfalse, ˆtrue,>}

3.2 갈로아 연결

3.2.1 Ẑ

2Z −→←−
αz

γz
Ẑ

Ẑ에서의부분적인순서는다음과같이정의된다.

1. ∀ẑ ∈ Ẑ : ⊥ v ẑ v >

2. let ẑ1 = (l1, u1), ẑ2 = (l2, u2)

then (l2 ≤ l1 ∧ u1 ≤ u2)⇔ ẑ1 v ẑ2

αz, γz는다음과같이정의된다.

αz(X) =



⊥ if X = {},

(l, u) if l = min{v mod 11 | v ∈ X}

and r = max{v mod 11 | v ∈ X},

> otherwise.

γz(Y ) =


{} if Y = ⊥,

{n | l ≤ n mod 11 ≤ u} if Y = (l, u),

Z if Y = >.
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αz, γz는갈로아연결이다. 즉,

∀x ∈ 2Z, x̂ ∈ Ẑ : αz(x) v x̂⇔ x v γz(x̂).

3.2.2 B̂

2B −→←−αb

γb B̂

αb, γb는다음과같이정의된다.

αb(X) =



⊥ if X = {},
ˆfalse if X = {false},

ˆtrue if X = {true},

> otherwise.

γb(Y ) =



{} if Y = ⊥,

{true} if Y = ˆtrue,

{false} if Y = ˆfalse,

B if Y = >.

αb, γb는갈로아연결이다. 즉,

∀x ∈ 2B, x̂ ∈ B̂ : αb(x) v x̂⇔ x v γb(x̂).

3.2.3 ˆLabel

2Label −→←−αl

γl ˆLabel

αl, γl는다음과같이정의된다.

αl(X) =


⊥ if X = {},

l̂ if X = {l},

> otherwise.

γl(Y ) =


{} if Y = ⊥,

{l} if Y = l̂,

Label if Y = >.
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ˆLabel은 Label의 올려붙인 집합이므로 그 부분적인 순서와 갈로아 연결은 자명

하다. γl은 그 정의에 의해 적용 결과가 {}, Label, {l}의 세 가지 경우 뿐이며,

요약분할함수로 인해 실제 계산에서는 {}, Label이 계산되지 않는다. 즉, 언제나

αl l = l̂, γl l̂ = {l}의 계산만 일어난다. 따라서 앞으로는 편의상 l̂을 l과 혼용하

기로한다.

3.2.4 ˆValue

2Value −→←−
αv

γv ˆValue

αv, γv는다음과같이정의된다.

αv(X) =



⊥ if X = {},

αz(X) if X ⊆ Z,

αb(X) if X ⊆ B,

x if X = {x} ⊆ Loc,

> otherwise.

γv(Y ) =



{} if Y = ⊥,

γz(Y ) if Y ∈ Ẑ,

γb(Y ) if Y ∈ B̂,

{Y } if Y ∈ Loc,

Val if Y = >.

αv, γv는갈로아연결이다. 즉,

∀x ∈ 2Value , x̂ ∈ ˆValue : αv(x) v x̂⇔ x v γv(x̂).

3.2.5 ˆMemory

2Memory −→←−
αm

γm ˆMemory

2Loc
fin→Value −→←−

αm

γm
Loc

fin→ ˆValue

αm = λM.λl.αv({m l | m ∈M})
γm = λm̂.{m | ∀l : m l ∈ γv(m̂ l)}

αm, γm은갈로아연결이다. 즉,

∀M ∈ 2Memory , m̂ ∈ ˆMemory : αm(M) v m̂⇐⇒M v γm(m̂).
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3.2.6 ˆState

2State −→←−
αs

γs ˆState

αs = λX.(αm{a | (a, b) ∈ X}, αl{b | (a, b) ∈ X})

γs = λX̂.{(m, l) | m ∈ γm(m̂), l ∈ γl(l̂), (m̂, l̂) = X̂}

αs, γs은갈로아연결이다. 즉,

∀x ∈ 2State, x̂ ∈ ˆState : αs(x) v x̂⇐⇒ x v γs(x̂).

3.3 요약 의미함수

ˆNext ∈ 2̇
ˆState → 2̇

ˆState는 ˆnext ∈ ˆState→ 2
ˆState와 π̂ ∈ 2̇

ˆState → 2̇2̇
ˆState

로정의

된다.

ˆNext = ℘t ◦ π̂ ◦ ℘∪ ˆnext

3.3.1 π̂ 함수의 정의

πX = ℘(λl.{(m, l) | (m, l) ∈ X})Label

π̂X = ℘(λl.{(m̂, l) | (m̂, l) ∈ X})Label

3.3.2 ˆnext 함수의 정의

편의상 ŝ ∈ ˆState를 (m̂, Cl)로표기한다. Cl에서 C는 l ∈ Label에해당하는명령
어이다.

ˆnext(m̂, skipl) = {(m̂, n(l))}

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (x := E)l) = {(m̂{x 7→ v̂}, n(l))}

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (*x := E)l) = {(m̂{m̂(x) 7→ v̂}, n(l))}
m̂(x) ∈ Loc

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (*x := E)l) = {(m̂{y ˆ7→ v̂}, n(l)) | y ∈ Loc}
m̂(x) = >

ˆnext(m̂, (Cl1 ; Cl2)l) = {(m̂, Cl1)}
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ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (if E Cl1 Cl2)l) = {(m̂, Cl1)}
v̂ = ˆtrue

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (if E Cl1 Cl2)l) = {(m̂, Cl2)}
v̂ = ˆfalse

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (if E Cl1 Cl2)l) = {(m̂, Cl1), (m̂, Cl2)}
v̂ = >

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (while E Cl′)l) = {(m̂, Cl′)}
v̂ = ˆtrue

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (while E Cl′)l) = {(m̂, n(l))}
v̂ = ˆfalse

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆnext(m̂, (while E Cl′)l) = {(m̂, n(l)), (m̂, Cl′)}
v̂ = >

3.3.3 ˆeval 함수의 정의

ˆeval ∈ ˆMemory × E → V̂al 함수는 요약된 메모리와 식을 받아 그 값을 계산한

다.

ˆeval(m̂, n) = [n mod 11, n mod 11]
n ∈ Z

ˆeval(m̂, true) = ˆtrue

ˆeval(m̂, false) = ˆfalse

ˆeval(m̂, x) = m̂(x)

ˆeval(m̂, *x) = m̂(m̂(x))

ˆeval(m̂, &x) = x

ˆeval(m̂, E1) = v̂1 ˆeval(m̂, E2) = v̂2
ˆeval(m̂, E1 + E2) = v̂1+̂v̂2

ˆeval(m̂, E) = v̂

ˆeval(m̂, - E) = −̂v̂

ˆeval(m̂, E1 < E2) = >

여기서 +̂, −̂, ·{x ˆ7→ ·}, ât는 해당 연산들을 안전하게 요약한 것들임을 아래

에서보인다.
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3.3.4 +̂, −̂ 함수

+̂ ∈ ˆV al × ˆV al→ ˆV al

−̂ ∈ ˆV al→ ˆV al

+̂ ⊥ (l1, u1) >
⊥ ⊥ ⊥ ⊥

(l2, u2) ⊥ ˆadd(l1, u1, l2, u2) >
> ⊥ > >

⊥ (l, u) >
−̂ ⊥ ˆminus(l, u) >

ˆadd(l1, u1, l2, u2) =


(l1 + l2, u1 + u2) if l1 + l2 < 11, u1 + u2 < 11,

(l1 + l2 − 11, u1 + u2 − 11) if l1 + l2 ≥ 11, u1 + u2 ≥ 11,

> otherwise.

ˆminus(l, u) =

(11− u, 11− l) if l 6= 0,

> otherwise.

Lemma 1. +̂은 +̇을 안전하게 요약한 것이다.

∀v̂1, v̂2 ∈ ˆValue :
(
αv ◦ +̇ ◦ (γv × γv)

)
(v̂1, v̂2) v +̂(v̂1, v̂2)

Proof.

� v̂1 또는 v̂2가 ⊥일 때(
αv ◦ +̇ ◦ (γv × γv)

)
(v̂1, v̂2) = αv{}

= ⊥

+̂(v̂1, v̂2) = ⊥

� v̂1 또는 v̂2가 >일 때

+̂(v̂1, v̂2) = >(
αv ◦ +̇ ◦ (γv × γv)

)
(v̂1, v̂2) v >

� v̂1 = (l1, u1), v̂2 = (l2, u2)일 때
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– l1 + l2 < 11이고 u1 + u2 < 11일 때

γv(v̂1) = {11q1 + r1 | q1 ∈ Z ∧ l1 ≤ r1 ≤ u1} 이고
γv(v̂2) = {11q2 + r2 | q ∈ Z ∧ l2 ≤ r2 ≤ u2} 이므로(
αv ◦ +̇ ◦ (γv × γv)

)
(v̂1, v̂2) = αv{11q + (r1 + r2) | q ∈ Z ∧ l1 + l2 ≤ r1 + r2 ≤ u1 + u2}

= (l1 + l2, u1 + u2)

+̂(v̂1, v̂2) = (l1 + l2, u1 + u2)

– l1 + l2 ≥ 11이고 u1 + u2 ≥ 11일 때

γv(v̂1) = {11q1 + r1 | q1 ∈ Z ∧ l1 ≤ r1 ≤ u1} 이고
γv(v̂2) = {11q2 + r2 | q ∈ Z ∧ l2 ≤ r2 ≤ u2} 이므로(
αv ◦ +̇ ◦ (γv × γv)

)
(v̂1, v̂2) = αv{11(q + 1) + (r1 + r2 − 11) | q ∈ Z,

l1 + l2 ≤ r1 + r2 ≤ u1 + u2}

= (l1 + l2 − 11, u1 + u2 − 11)

+̂(v̂1, v̂2) = (l1 + l2 − 11, u1 + u2 − 11)

– l1 + l2 < 11이고 u1 + u2 ≥ 11일 때

+̂(v̂1, v̂2) = >(
αv ◦ +̇ ◦ (γv × γv)

)
(v̂1, v̂2) v >

2

Lemma 2. −̂은 −̇을 안전하게 요약한 것이다.

∀v̂ ∈ ˆValue :
(
αv ◦ −̇ ◦ γv

)
(v̂) v −̂(v̂)

Proof.

� v̂가 ⊥이거나 >일 때

증명이간단하므로생략한다.

10



� v̂ = (l, u)이고 l 6= 0일 때(
αv ◦ −̇ ◦ γv

)
(v̂) = αv{−(11q + r) | q ∈ Z ∧ l ≤ r ≤ u}

= αv{−11(q + 1) + (11− r) | q ∈ Z ∧ l ≤ r ≤ u}

= (11− u, 11− l)

−̂(v̂) = (11− u, 11− l)

� v̂ = (l, u)이고 l = 0일 때

−̂(v̂) = >(
αv ◦ +̇ ◦ γv

)
(v̂) v >

2

3.3.5 ·{x ˆ7→ ·} 함수

·{x ˆ7→ ·} ∈ ( ˆMemory × ˆValue)→ ˆMemory

Lemma 3. ·{x ˆ7→ ·}은 ·{x ˙7→ ·}를 안전하게 요약한 것이다.

∀m̂ ∈ ˆMemory , v̂ ∈ ˆValue : (αm ◦ ·{x ˙7→ ·} ◦ (γm × γv)) (m̂, v̂) v ·{x ˆ7→ ·}(m̂, v̂)

Proof.

·{x ˆ7→ ·}(m̂, v̂) = m̂{x ˆ7→ v̂}

(αm ◦ ·{x ˙7→ ·} ◦ (γm × γv)) (m̂, v̂) = (αm ◦ ·{x ˙7→ ·}) (γm m̂, γv v̂)

= αm((γm m̂){x ˙7→ γv v̂})

= αm({m | ∀l : m l ∈ γv(m̂ l)}{x ˙7→ γv v̂})

여기서 {m | ∀l : m l ∈ γv(m̂ l)}{x ˙7→ γv v̂}을 M이라고 하면, m ∈ M인 모든

m이다음을만족한다.

m l ∈ γv (m̂ l) (if l 6= x)

m l ∈ γv v̂ (if l = x)

(αm M) l은 αm의정의에따라서 αv({m l | m ∈M})이고다음을만족한다.

αv({m l | m ∈M}) v αv(γv (m̂ l)) (if l 6= x)

αv({m l | m ∈M}) v αv(γv v̂) (if l = x)
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그러므로

αm M v αm ◦ γm ◦ (m̂{x ˆ7→ v̂})
v m̂{x ˆ7→ v̂}. (αm ◦ γm v id이므로)

2

3.3.6 ât 함수

ât ∈ ( ˆMemory × Loc)→ ˆValue

Lemma 4. ât은 at을 안전하게 요약한 것이다.

∀m̂ ∈ ˆMemory , x ∈ Loc : (αv ◦ at ◦ (γm × id)) (m̂, x) v ât(m̂, x)

Proof.

ât(m̂, x) = m̂ x

(αv ◦ at ◦ (γm × id)) (m̂, x) = (αv ◦ at)(γm m̂, x)

= αv{m x | m ∈ γm m̂}
= αv{m x | ∀l : m l ∈ γm(m̂ l)} (γm의정의에의해서)

v αv(γv(m̂ x))

v m̂ x (αv ◦ γv v id이므로)

2

3.4 안전성 증명

Lemma 5. (℘αs) ◦ π ◦ (℘∪γs) v (℘t) ◦ π̂ (요약 분할의 조건)

Proof.

(lhs) (℘αs) ◦ π ◦ (℘∪γs) = (℘αs) ◦ π ◦
(
λX.

⋃
{γs(m̂, l) | (m̂, l) ∈ X}

)
= (℘αs) ◦ π ◦ (λX.{(m, l) | (m̂, l) ∈ X ∧m ∈ γm(m̂)})

= (℘αs) ◦ (λX.℘ (λx.{(m, l) | (m̂, l) ∈ X ∧m ∈ γm(m̂) ∧ x = l})Label)

= λX.℘ (λx.αs{(m, l) | (m̂, l) ∈ X ∧m ∈ γm(m̂) ∧ x = l})Label

= λX.℘ (λx.(αm{m | (m̂, x) ∈ X ∧m ∈ γm(m̂)}, x))Label

= λX.℘
(
λx.(αm ◦

⋃
◦℘γm{m̂ | (m̂, x) ∈ X}, x)

)
Label
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(rhs) (℘t) ◦ π̂ = (℘t) ◦ (λX.℘ (λx.{(m̂, l) | (m̂, l) ∈ X ∧ x = l})Label)

= λX.℘
(
λx.

⊔
{(m̂, l) | (m̂, l) ∈ X ∧ x = l}

)
Label

= λX.℘
(
λx.

(⊔
{m̂ | (m̂, x) ∈ X}, x

))
Label

이때, αm ◦
⋃
◦℘γm v

⊔
이므로

αm ◦
⋃
◦℘γm{m | (m̂, x) ∈ X} v

⊔
{m̂ | (m̂, x) ∈ X} 이다.

Lemma 6. eval(m,E) ∈ (γv ◦ ˆeval) (αm {m}, E) (eval 함수의 안전성)

Proof. E에대한귀납법으로증명한다. m̂ = αm{m}이라하자.

� E = n일 때

eval(m,n) = n

(γv ◦ ˆeval)(m̂, n) = γv(n mod 11, n mod 11)

= {x | x ∈ Z ∧ x mod 11 = n mod 11}

3 n

� E = true일 때

eval(m, true) = true

(γv ◦ ˆeval)(m̂, true) = γv ˆtrue

= {true}

3 true

� E = false일 때

eval(m, false) = false

(γv ◦ ˆeval)(m̂, false) = γv ˆfalse

= {false}

3 false
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� E = x일 때

eval(m,x) = m(x)

(γv ◦ ˆeval)(m̂, x) = γv m̂(x)

= (γv ◦ λl.αv{m l})x

= γv ◦ αv{m(x)}

w {m(x)}

� E = *x일 때

let x′ = (m x) ∈ Loc

eval(m, *x) = m(m(x))

= m(x′)

(γv ◦ ˆeval)(m̂, *x) = γv m̂(m̂(x))

= (γv ◦ m̂ ◦ λl.αv{m l})x

= γv ◦ m̂ ◦ αv{m(x)}

= γv ◦ m̂ ◦ αv{x′}

= γvm̂(x̂′)

w {m(x′)}

� E = &x일 때

eval(m, &x) = x

(γv ◦ ˆeval)(m̂, &x) = γv x

= {x}

� E = E1 + E2일 때

eval(m,E1 + E2) = eval(m,E1) + eval(m,E2)

(γv ◦ ˆeval)(m̂, E1 + E2) = γv( ˆeval(m̂, E1)+̂ ˆeval(m̂, E2))

w γv ◦ αv{v1 + v2 | v1 ∈ γv ˆeval(m̂, E1) ∧ v2 ∈ γv ˆeval(m̂, E2)}

w γv ◦ αv{eval(m,E1) + eval(m,E2)}

w {eval(m,E1) + eval(m,E2)}

14



� E = - E′일 때

eval(m, - E′) = −eval(m,E′)

(γv ◦ ˆeval)(m̂, - E′) = γv(−̂ ˆeval(m̂, E′))

w γv ◦ αv{−v | v ∈ γv ˆeval(m̂, E′)}

w γv ◦ αv{eval(m,E′)}

w {eval(m,E′)}

� E = E1 < E2일 때

ˆeval(m̂, E1 < E2) = >

w {eval(m,E1 < E2)}

2

Lemma 7. next (m,Cl) ∈ ((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m,Cl)} (요약 전이함수의 조

건)

αm{m}을 m̂이라하자.

� Cl = skipl일 때

next(m, skipl) = (m,n(l))

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, skipl)} = (℘∪γs){(m̂, n(l̂))}

= γs(m̂, n(l̂))

= {(a, n(l)) | a ∈ γm(αm{m})}

보일것은m ∈ γm(αm{m})이다.

αm, γm이갈로아연결이므로{m} ⊆ γm(αm{m})임을쉽게알수있다.

� Cl = (x := E)l일 때

let v = eval(m,E), v̂ = ˆeval(m̂, E)

next(m, (x := E)l) = (m{x 7→ v}, n(l))

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (x := E)l)} = (℘∪γs){(m̂{x ˆ7→ v̂}, n(l))}

= γs(m̂{x ˆ7→ v̂}, n(l))

= {(a, n(l)) | a ∈ γm(m̂{x ˆ7→ v̂})}
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보일것은 m{x 7→ v} ∈ γmm̂{x ˆ7→ v̂}이다.

γmm̂{x ˆ7→ v̂} w γm(αm((γmm̂){x ˙7→ γv v̂}))

w (γmm̂){x ˙7→ γv v̂}

= {m′{x 7→ v′} | m′ ∈ γmm̂ ∧ v′ ∈ γv v̂}

⊇ {m{x 7→ v}}

3 m{x 7→ v}

� Cl = (*x := E)l일 때

let v = eval(m,E), v̂ = ˆeval(m̂, E)

– m̂(x) ∈ Loc 일 때

next(m, (*x := E)l) = (m{m(x) 7→ v}, n(l))

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, *x := El)} = (℘∪γs){(m̂{m̂(x) ˆ7→ v̂}, n(l))}

= γs(m̂{m̂(x) ˆ7→ v̂}, n(l))

= (γm(m̂{m̂(x) ˆ7→ v̂}), n(l))

보일것은 m{m(x) 7→ v} ∈ γmm̂{m̂(x) ˆ7→ v̂} 이다.

γmm̂{m̂(x) ˆ7→ v̂} w γm(αm((γmm̂){m̂(x) ˙7→ γv v̂}))

w (γmm̂){m̂(x) ˙7→ γv v̂}

= {m′{m̂(x) 7→ v} | m′ ∈ γmm̂ ∧ v′ ∈ γv v̂}

3 m{m̂(x) 7→ v}

여기서다시보일것은 m̂(x) = m(x) 이다.

m̂(x) = (αm {m})(x)

= (λl.αv{m(l)})x

= αv{m(x)}

= m(x) (αv의정의와 m̂(x) ∈ Loc)
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– m̂(x) = > 일 때

next(m, (*x := E)l) = (m{m(x) 7→ v}, n(l))

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, *x := El)} = (℘∪γs){(m̂{y ˆ7→ v̂}, n(l)) | y ∈ Loc}

=
⋃
{γs(m̂{y ˆ7→ v̂}, n(l)) | y ∈ Loc}

⊇ γs(m̂{m(x) ˆ7→ v̂}, n(l))

= (γmm̂{m(x) ˆ7→ v̂}, n(l))

보일것은 m{m(x) 7→ v} ∈ γmm̂{m(x) ˆ7→ v̂} 이다. 이것의증명과정

은 m{m(x) 7→ v} ∈ γmm̂{m̂(x) ˆ7→ v̂}의증명과같다.

� Cl = (Cl1 ; Cl2)l일 때

next(m, (Cl1 ; Cl2)l) = (m,Cl1)

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (Cl1 ; Cl2)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl1)}

= γs(m̂, Cl1)

3 (m,Cl1)

� Cl = (if E Cl1 Cl2)l일 때

let v = eval(m,E), v̂ = ˆeval(m̂, E)

– v = true일 때

next(m, (if E Cl1 Cl2)l) = (m,Cl1)

v ∈ γv v̂이므로 v̂ = > 또는 v̂ = ˆtrue이다.

* v̂ = ˆtrue일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (if E Cl1 Cl2)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl1)}

= γs(m̂, Cl1)

3 (m,Cl1)
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* v̂ = >일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (if E Cl1 Cl2)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl1), (m̂, Cl2)}

= γs(m̂, Cl1) ∪ γs(m̂, Cl2)

⊇ γs(m̂, Cl1)

3 (m,Cl1)

– v = false일 때

next(m, (if E Cl1 Cl2)l) = (m,Cl2)

v ∈ γv v̂이므로 v̂ = > 또는 v̂ = ˆfalse이다.

* v̂ = ˆfalse일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (if E Cl1 Cl2)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl2)}

= γs(m̂, Cl2)

3 (m,Cl2)

* v̂ = >일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (if E Cl1 Cl2)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl1), (m̂, Cl2)}

= γs(m̂, Cl1) ∪ γs(m̂, Cl2)

⊇ γs(m̂, Cl2)

3 (m,Cl2)

� Cl = (while E Cl′)l일 때

let v = eval(m,E), v̂ = ˆeval(m̂, E)

– v = true일 때

next(m, (while E Cl′)l) = (m,Cl′)

v ∈ γv v̂이므로 v̂ = > 또는 v̂ = ˆtrue이다.

* v̂ = ˆtrue일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (while E Cl′)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl′)}

= γs(m̂, Cl′)

3 (m,Cl′)
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* v̂ = >일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (while E Cl′)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl′), (m̂, n(l))}

= γs(m̂, Cl′) ∪ γs(m̂, n(l))

⊇ γs(m̂, Cl′)

3 (m,Cl′)

– v = false일 때

next(m, (while E Cl′)l) = (m,n(l))

v ∈ γv v̂이므로 v̂ = > 또는 v̂ = ˆfalse이다.

* v̂ = ˆfalse일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (while E Cl′)l)} = (℘∪γs){(m̂, n(l))}

= γs(m̂, n(l))

3 (m,n(l))

* v̂ = >일 때

((℘∪γs) ◦ ˆnext ◦ αs){(m, (while E Cl′)l)} = (℘∪γs){(m̂, Cl′), (m̂, n(l))}

= γs(m̂, Cl′) ∪ γs(m̂, n(l))

⊇ γs(m̂, n(l))

3 (m,n(l))

2
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