
Homework Set II Solution
안중원

November 12, 2025

문제 1
큰보폭실행의미는다음과같다.

𝑥 ∈ 𝕏
𝑛 ∈ ℤ
𝜎 ∈ 𝕏 fin→ 𝕍
𝑒 → 𝑛 ∣ 𝑥 ∣ -𝑒 ∣ fn 𝑥 𝑒 ∣ 𝑒 𝑒

𝕍 ∋ 𝑣 → 𝑛 ∣ 𝑓
𝔽 ∋ 𝑓 → (fn 𝑥 𝑒, 𝜎)

𝑟 → 𝑣 ∣ error

𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟

Ev-Int

𝜎 ⊢ 𝑛 ⇒ 𝑛

Ev-Var
𝑥 ∈ dom𝜎
𝜎 ⊢ 𝑥 ⇒ 𝜎𝑥

Ev-Neg
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑛

𝜎 ⊢ -𝑒 ⇒ −𝑛

Ev-Fn

𝜎 ⊢ fn 𝑥 𝑒 ⇒ (fn 𝑥 𝑒, 𝜎)

Ev-App
𝜎 ⊢ 𝑒1 ⇒ (fn 𝑥 𝑒′, 𝜎′) 𝜎 ⊢ 𝑒2 ⇒ 𝑣 𝜎′{𝑥 ↦ 𝑣} ⊢ 𝑒′ ⇒ 𝑟

𝜎 ⊢ 𝑒1 𝑒2 ⇒ 𝑟

Err-Var
𝑥 ∉ dom𝜎

𝜎 ⊢ 𝑥 ⇒ error

Err-Neg
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟 𝑟 ∉ ℤ
𝜎 ⊢ -𝑒 ⇒ error

Err-App-1
𝜎 ⊢ 𝑒1 ⇒ 𝑟 𝑟 ∉ 𝔽
𝜎 ⊢ 𝑒1 𝑒2 ⇒ error

Err-App-2
𝜎 ⊢ 𝑒2 ⇒ error
𝜎 ⊢ 𝑒1 𝑒2 ⇒ error

실행전의미는다음과같다.

𝕋 ∋ 𝜏 → int ∣ 𝜏 → 𝜏
Γ ∈ 𝕏 fin→ 𝕋
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Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏

T-Int

Γ ⊢ 𝑛 ∶ int

T-Var
𝑥 ∈ domΓ
Γ ⊢ 𝑥 ∶ Γ𝑥

T-Neg
Γ ⊢ 𝑒 ∶ int
Γ ⊢ -𝑒 ∶ int

T-Fn
Γ{𝑥 ↦ 𝜏′} ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏
Γ ⊢ fn 𝑥 𝑒 ∶ 𝜏′ → 𝜏

T-App
Γ ⊢ 𝑒1 ∶ 𝜏′ → 𝜏 Γ ⊢ 𝑒2 ∶ 𝜏′

Γ ⊢ 𝑒1 𝑒2 ∶ 𝜏

“실행결과가타입을따름”관계는다음과같이 𝜏의구조에대한귀납법으로
정의된다.

𝑟 ∼ int ⟺ 𝑟 ∈ ℤ
𝑟 ∼ (𝜏′ → 𝜏) ⟺ (𝑟 = ⟨fn 𝑥 𝑒, 𝜎⟩ ∈ 𝔽) ∧

(∀𝑣 𝑟. (𝑣 ∼ 𝜏′) ∧ (𝜎{𝑥 ↦ 𝑣} ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟) ⟹ 𝑟 ∼ 𝜏)

“실행환경이타입환경을따름”관계는다음과같이정의된다.

𝜎 ∼ Γ ⟺ ∀𝑥 ∈ domΓ. (𝑥 ∈ dom𝜎) ∧ (𝜎𝑥 ∼ Γ𝑥)

정리 1 (실행전의미의안전성). 타입검사된닫힌식을빈환경에서실행하면그
결과는타입을따른다.

∀𝑒 𝜏 𝑟. (⊢ 𝑒 ∶ 𝜏) ∧ (⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟) ⟹ (𝑟 ∼ 𝜏)

Proof. Γ = ∅, 𝜎 = ∅이면 𝜎 ∼ Γ이성립하므로아래의보조정리 1에서바로따른
다.

보조정리 1 (실행전의미의일반적안전성). 타입검사된식을타입환경을따르는
환경에서실행하면그결과는타입을따른다.

∀𝑒 Γ 𝜏 𝜎 𝑟. (Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏) ∧ (𝜎 ∼ Γ) ∧ (𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟) ⟹ (𝑟 ∼ 𝜏)

Proof. 𝑒의구조에대한귀납법으로증명한다.

• 𝑒 = 𝑛. T-Int에의해 𝜏 = int.
𝜎 ⊢ 𝑛 ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Int뿐이므로 𝑟 ∈ ℤ, 즉 𝑟 ∼ int.

• 𝑒 = 𝑥. T-Var에의해 𝜏 = Γ𝑥, 𝑥 ∈ domΓ.
𝑥 ∈ domΓ이므로 𝜎 ∼ Γ에의해 𝑥 ∈ dom𝜎이고 𝜎𝑥 ∼ Γ𝑥.
𝑥 ∈ dom𝜎이므로 𝜎 ⊢ 𝑥 ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Var뿐이다.
따라서 𝑟 = 𝜎𝑥이고위에서보였듯 𝜎𝑥 ∼ Γ𝑥.

• 𝑒 = -𝑒′. T-Neg에의해 𝜏 = int, Γ ⊢ 𝑒′ ∶ int.
귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒′ ⇒ 𝑟′ ⟹ 𝑟′ ∼ int.
즉 𝑟′ ∈ ℤ이므로 𝜎 ⊢ -𝑒′ ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Neg뿐이다.
𝑟 = −𝑟′ ∈ ℤ이므로 𝑟 ∼ int.
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• 𝑒 = fn 𝑥 𝑒′. T-Fn에의해 𝜏 = 𝜏″ → 𝜏′, Γ{𝑥 ↦ 𝜏″} ⊢ 𝑒′ ∶ 𝜏′.
𝜎 ⊢ fn 𝑥 𝑒′ ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Fn뿐이므로 𝑟 = (fn 𝑥 𝑒′, 𝜎).
이제 ⟨fn 𝑥 𝑒′, 𝜎⟩ ∼ (𝜏″ → 𝜏′)를보이기위해
(𝑣 ∼ 𝜏″) ∧ (𝜎{𝑥 ↦ 𝑣} ⊢ 𝑒′ ⇒ 𝑟′)를가정하고 𝑟′ ∼ 𝜏′를보인다.
𝜎{𝑥 ↦ 𝑣} ∼ Γ{𝑥 ↦ 𝜏″}이므로 𝑒′에대한귀납가정에의해 𝑟′ ∼ 𝜏′.

• 𝑒 = 𝑒1 𝑒2. T-App에의해 Γ ⊢ 𝑒1 ∶ 𝜏′ → 𝜏, Γ ⊢ 𝑒2 ∶ 𝜏′.
귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒1 ⇒ 𝑟1이면 𝑟1 ∼ (𝜏′ → 𝜏), 즉 𝑟1 = (fn 𝑥 𝑒′, 𝜎′) ∈ 𝔽.
또귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒2 ⇒ 𝑟2이면 𝑟2 ∼ 𝜏′, 즉 𝑟2 ∈ 𝕍.
따라서 𝜎 ⊢ 𝑒1 𝑒2 ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-App뿐이다.
𝜎′{𝑥 ↦ 𝑟2} ⊢ 𝑒′ ⇒ 𝑟이므로 ⟨fn 𝑥 𝑒′, 𝜎′⟩ ∼ 𝜏′ → 𝜏에의해 𝑟 ∼ 𝜏.

문제 2
추가되는큰보폭실행의미는다음과같다.

𝑒 → … ∣ (𝑒,𝑒) ∣ 𝑒.1 ∣ 𝑒.2
𝕍 ∋ 𝑣 → … ∣ ⟨𝑣, 𝑣⟩

Ev-Pair
𝜎 ⊢ 𝑒1 ⇒ 𝑣1 𝜎 ⊢ 𝑒2 ⇒ 𝑣2

𝜎 ⊢ (𝑒1,𝑒2) ⇒ ⟨𝑣1, 𝑣2⟩

Ev-Fst
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ ⟨𝑣, 𝑣′⟩
𝜎 ⊢ 𝑒.1 ⇒ 𝑣

Ev-Snd
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ ⟨𝑣′, 𝑣⟩
𝜎 ⊢ 𝑒.2 ⇒ 𝑣

Err-Pair-1
𝜎 ⊢ 𝑒1 ⇒ error

𝜎 ⊢ (𝑒1,𝑒2) ⇒ error

Err-Pair-2
𝜎 ⊢ 𝑒2 ⇒ error

𝜎 ⊢ (𝑒1,𝑒2) ⇒ error

Err-Fst
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟 𝑟 ∉ 𝕍 × 𝕍

𝜎 ⊢ 𝑒.1 ⇒ error

Err-Snd
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟 𝑟 ∉ 𝕍 × 𝕍

𝜎 ⊢ 𝑒.2 ⇒ error

추가되는실행전의미는다음과같다.

𝕋 ∋ 𝜏 → … ∣ 𝜏 × 𝜏

T-Pair
Γ ⊢ 𝑒1 ∶ 𝜏1 Γ ⊢ 𝑒2 ∶ 𝜏2
Γ ⊢ (𝑒1,𝑒2) ∶ 𝜏1 × 𝜏2

T-Fst
Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏 × 𝜏′

Γ ⊢ 𝑒.1 ∶ 𝜏

T-Snd
Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏′ × 𝜏
Γ ⊢ 𝑒.2 ∶ 𝜏

“실행결과가타입을따름”관계는다음과같이확장된다.

𝑟 ∼ 𝜏1 × 𝜏2 ⟺ 𝑟 = ⟨𝑣1, 𝑣2⟩ ∧ 𝑣1 ∼ 𝜏1 ∧ 𝑣2 ∼ 𝜏2
안전성증명은다음과같이확장된다.
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Proof. …
• 𝑒 = (𝑒1,𝑒2). T-Pair에의해 𝜏 = 𝜏1 × 𝜏2, Γ ⊢ 𝑒1 ∶ 𝜏1, Γ ⊢ 𝑒2 ∶ 𝜏2.
귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒1 ⇒ 𝑟1이면 𝑟1 ∼ 𝜏1, 즉 𝑟1 ∈ 𝕍.
또귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒2 ⇒ 𝑟2이면 𝑟2 ∼ 𝜏2, 즉 𝑟2 ∈ 𝕍.
따라서 𝜎 ⊢ (𝑒1,𝑒2) ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Pair뿐이다.
𝑟 = ⟨𝑟1, 𝑟2⟩이므로 𝑟 ∼ 𝜏1 × 𝜏2.

• 𝑒 = 𝑒′.1. T-Fst에의해 Γ ⊢ 𝑒′ ∶ 𝜏 × 𝜏′.
귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒′ ⇒ 𝑟′이면 𝑟′ ∼ 𝜏 × 𝜏′, 즉 𝑟 = ⟨𝑣, 𝑣′⟩, 𝑣 ∼ 𝜏, 𝑣′ ∼ 𝜏′.
따라서 𝜎 ⊢ 𝑒′.1 ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Fst뿐이다.
𝑟 = 𝑣이므로위에서보였듯이 𝑣 ∼ 𝜏.

• 𝑒 = 𝑒′.2. 𝑒 = 𝑒′.1의경우와유사하게증명된다.

문제 3
추가되는큰보폭실행의미는다음과같다.

𝑒 → … ∣ inl 𝑒 ∣ inr 𝑒 ∣ case 𝑒 (inl 𝑥:𝑒) (inr 𝑥:𝑒)
𝕍 ∋ 𝑣 → … ∣ inl 𝑣 ∣ inr 𝑣

Ev-Inl
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑣

𝜎 ⊢ inl 𝑒 ⇒ inl 𝑣

Ev-Inr
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑣

𝜎 ⊢ inr 𝑒 ⇒ inr 𝑣

Ev-Case-Inl
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ inl 𝑣 𝜎{𝑥 ↦ 𝑣} ⊢ 𝑒1 ⇒ 𝑟
𝜎 ⊢ case 𝑒 (inl 𝑥:𝑒1) (inr 𝑦:𝑒2) ⇒ 𝑟

Ev-Case-Inr
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ inr 𝑣 𝜎{𝑦 ↦ 𝑣} ⊢ 𝑒2 ⇒ 𝑟
𝜎 ⊢ case 𝑒 (inl 𝑥:𝑒1) (inr 𝑦:𝑒2) ⇒ 𝑟

Err-Inl
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ error

𝜎 ⊢ inl 𝑒 ⇒ error

Err-Inr
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ error

𝜎 ⊢ inr 𝑒 ⇒ error

Err-Case
𝜎 ⊢ 𝑒 ⇒ 𝑟 𝑟 ∉ 𝕍 + 𝕍

𝜎 ⊢ case 𝑒 (inl 𝑥:𝑒1) (inr 𝑦:𝑒2) ⇒ error

추가되는실행전의미는다음과같다.

𝕋 ∋ 𝜏 → … ∣ 𝜏 + 𝜏
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T-Inl
Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏1

Γ ⊢ inl 𝑒 ∶ 𝜏1 + 𝜏2

T-Inr
Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏2

Γ ⊢ inr 𝑒 ∶ 𝜏1 + 𝜏2

T-Case
Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏1 + 𝜏2 Γ{𝑥 ↦ 𝜏1} ⊢ 𝑒1 ∶ 𝜏 Γ{𝑦 ↦ 𝜏2} ⊢ 𝑒2 ∶ 𝜏

Γ ⊢ case 𝑒 (inl 𝑥:𝑒1) (inr 𝑦:𝑒2) ∶ 𝜏

“실행결과가타입을따름”관계는다음과같이확장된다.

𝑟 ∼ 𝜏1 + 𝜏2 ⟺ (𝑟 = inl 𝑣 ∧ 𝑣 ∼ 𝜏1) ∨ (𝑟 = inr 𝑣 ∧ 𝑣 ∼ 𝜏2)

안전성증명은다음과같이확장된다.

Proof. …

• 𝑒 = inl 𝑒′. T-Inl에의해 𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2, Γ ⊢ 𝑒′ ∶ 𝜏1.
귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒′ ⇒ 𝑟′이면 𝑟′ ∼ 𝜏1, 즉 𝑟′ ∈ 𝕍.
따라서 𝜎 ⊢ inl 𝑒′ ⇒ 𝑟가성립하는경우는 Ev-Inl뿐이다.
𝑟 = inl 𝑟′이므로 𝑟 ∼ 𝜏1 + 𝜏2.

• 𝑒 = inr 𝑒′. 𝑒 = inl 𝑒′의경우와유사하게증명된다.

• 𝑒 = case 𝑒0 (inl 𝑥:𝑒1) (inr 𝑦:𝑒2). T-Case에의해
Γ ⊢ 𝑒0 ∶ 𝜏1 + 𝜏2, Γ{𝑥 ↦ 𝜏1} ⊢ 𝑒1 ∶ 𝜏, Γ{𝑦 ↦ 𝜏2} ⊢ 𝑒2 ∶ 𝜏.
귀납가정에의해 𝜎 ⊢ 𝑒0 ⇒ 𝑟0이면 𝑟0 ∼ 𝜏1 + 𝜏2,
즉 (𝑟0 = inl 𝑣 ∧ 𝑣 ∼ 𝜏1) ∨ (𝑟0 = inr 𝑣 ∧ 𝑣 ∼ 𝜏2).
따라서 𝜎 ⊢ 𝑒0 ⇒ 𝑟0가성립하는경우는다음둘중하나이다.

– 𝑟0 = inl 𝑣 ∧ 𝑣 ∼ 𝜏1. Ev-Case-Inl에의해 𝜎{𝑥 ↦ 𝑣} ⊢ 𝑒1 ⇒ 𝑟.
𝜎{𝑥 ↦ 𝑣} ∼ Γ{𝑥 ↦ 𝜏1}이므로 𝑒1에대한귀납가정에의해 𝑟 ∼ 𝜏.

– 𝑟0 = inr 𝑣 ∧ 𝑣 ∼ 𝜏2. 위의경우와유사하게증명된다.
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